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Abstract— Modular construction is an excellent technique for
achieving the rapid and safe development of facilities in light of the
COVID-19  pandemic. Beams are  fundamental to
modular construction. However, owing to various environmental
conditions, novel methods are required to collect the
characteristics  for conducting structural analysis of beams
according to the required needs. In this study, the performance
of the coupled displacement field method in beam analysis was
evaluated. The expressions for the transverse displacement were
derived using an allowable function of total rotation. The function
was obtained using the finite-element approximation method
based on undetermined coefficients. Thus, the equation of motion
was derived using the principle of conservation of energy. The
Newmark method and mode superposition technique were then
used to solve the obtained equations in MATLAB. The results
showed that the method used was suitable in applications that
require the analysis of high-slenderness beams in modular
constructions. In this method, strong vibrations were induced in the
beam owing to its greater flexibility. The recommended method is
less complex than other energy methods because the computational
effort is halved. Therefore, this formulation can be applied to
conduct the free vibration analysis of flexible structural members
under various shears using Timoshenko beam models under
various boundary conditions. Thus, the coupled displacement field
method can be used to derive appropriate solutions to other
complex problems, such as modular construction.
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Resumen— A causa de la pandemia COVID-19, la
construccion modular demostro ser una gran solucion para
desarrollar instalaciones de forma rdpida y segura. En tal sentido,
las vigas son elementos fundamentales para realizar esos tipos de
construccion. Sin embargo, con distintas condiciones de entornos en
construcciones modulares, se requieren de métodos novedosos que
reunan caracteristicas para un andlisis estructural de acuerdo con
las necesidades requeridas. El tal sentido se evalua el desempeiio del
método de campo de desplazamiento acoplado para el andlisis de
vigas. Las expresiones para el desplazamiento transversal se deducen
a partir de una funcion admisible de rotacion total que se propone
mediante métodos de aproximacion de funciones en elementos
finitos, sobre la base de un coeficiente indeterminado. De esa forma,
la ecuacion de movimiento se deriva utilizando el principio de
conservacion de la energia y luego se emplea el método de Newmark
y la técnica de superposicion de modos en las ecuaciones obtenidas,
utilizando MATLAB. Los resultados muestran que el método
empleado es adecuado en contextos que se requiere andlisis de las
vigas de alta esbeltez, aplicados en construcciones modulares. De tal
forma, que se inducen fuertes vibraciones en la viga debido a su
mayor flexibilizacion. Por lo tanto, el método recomendado tiene
menos complejidad en comparacion con otros métodos de energia,
debido a que los esfuerzos computacionales se reducen a la mitad.
En tal sentido, esta formulacion puede utilizarse para el estudio del
andlisis de vibraciones libres de miembros estructurales flexibles a
cortantes distintos en vigas Timoshenko con distintas condiciones de
contorno. De esa forma, el método de campo de desplazamiento
acoplado se puede utilizar adecuadamente a otros problemas
complejos, caso de la construccion modular.

Palabras clave— Método de campo de desplazamiento acoplado,
vigas Timoshenko, vibracion forzada no lineal, Método Newmark,
método de superposicion de modos.

|. INTRODUCCION

La recuperacién de la industria manufacturera dentro y
posterior a la pandemia del COVID-19 es primordial teniendo
en cuenta su impacto desde la perspectiva de la cadena de
suministro [1]. Por ejemplo, la industria de la construccién se
ha visto significativamente afectada por la pandemia de
COVID-19, enfrentandose al desafio de las variaciones en sus
procesos constructivos como un importante motor de
crecimiento de la economia [2]. Por ejemplo, la construccion
modular es un método innovador y sostenible y una tendencia
notable en arquitectura, ingenieria y construccién [3].

Debido a la nueva constructibilidad y sostenibilidad, se han
centrado importantes esfuerzos de investigacion en los aspectos

de ingenieria de la construccion modular. Desde el brote
mundial de la pandemia de COVID-19, la utilizaciéon del
espacio ha cambiado radicalmente y se ha vuelto esencial
repensar el disefio de edificios modulares [3]. Uno de los
elementos estructurales basicos ampliamente utilizados para la
construcciéon modular son las vigas. Sin embargo, la literatura
actual carece de una comprension integral de los requisitos
desarrollados recientemente por los ocupantes y los cambios
relevantes asociados con los desarrollos de ingenieria. Por
ejemplo, las fuerzas externas que actian sobre una viga pueden
causar multiples vibraciones. Y en algunos casos, las
vibraciones pueden tener una gran amplitud debido a la no
linealidad.

La evaluacion de la vibracion de alta amplitud de las vigas
es importante para que ellas sean rentables, mas livianas y
aumenten la su rigidez; como requisitos basicos en las
construcciones modulares. El estudio de la vibracion forzada de
elementos estructurales, especialmente en la region no lineal,
siempre ha sido un area de interés para muchos investigadores.
La no linealidad geométrica surge de las grandes amplitudes,
que producen efectos de estiramiento, impartiendo asi un efecto
de rigidez a la viga.

Teniendo en cuenta el efecto de estiramiento, la respuesta
dinamica surge como una funcion no lineal de la amplitud de
excitacion. Por ejemplo, a partir de los trabajos de Krieger [4],
se reconocieron las formulaciones para vibraciones de gran
amplitud de manera correcta, estas consideraron el tipo von
Karman de no linealidad involucrada en la relacion de
desplazamiento de la deformacioén, evaluando la tension axial,
que se desarrolla debido a las grandes deformaciones con
extremos axialmente inamovibles. De la misma forma, Mei &
Umphai [5] utilizaron el método Galerkin multimodo para
estudiar la respuesta de vibracion forzada no lineal de una viga
sujetada bajo fuerzas armonicas concentradas.

Por otro lado, Bennett & Eisley [6] estudiaron vibraciones
no lineales de vigas bajo fuerzas armonicas concentradas
utilizando formulaciones de elementos finitos. De la misma
forma, el enfoque se alinea a lo propuesto por Azrar et al. [7]
para el analisis de vibraciones forzadas de vigas con apoyos
limite viscoelasticos. Por otro lado, Wang & Chou [§]
realizaron el analisis dindmico no lineal de la viga de
Timoshenko usando la teoria de la gran deflexion, considerando
el efecto de acoplamiento de la fuerza de movimiento externa
con el peso propio de la viga.
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Fan et al. [9] desarrolld6 un método para responder a
problemas de dindmica no lineal basado en el principio de
Hamilton, el analisis espectral, el principio de Lagrange y el
método de equilibrio armoénico. Este enfoque reduce el
problema dindmico a un conjunto de ecuaciones algebraicas no
lineales que dependen de la matriz de masa y la rigidez clasica.
Orhan [10] propuso un nuevo enfoque para describir las
vibraciones libres y forzadas de vigas Timoshenko mediante
una sola ecuacion de diferencia. Venkateswara Rao et al. [11]
habian empleado el método de campo de desplazamiento
acoplado para acondicionar los campos de desplazamiento
lateral y rotacion total utilizando una ecuacidon que incluye las
vibraciones libres de gran amplitud de vigas flexibles al
cizallamiento. Ademads, Korabathina y Saheb Koppanati [12]
emplearon el método de campo de desplazamiento acoplado
para llevar a cabo el estudio de las vibraciones libres lineales de
la viga de seccion conica de Timoshenko.

Posteriormente, el comportamiento vibracional libre de
vigas uniformes de Timoshenko con cimentacion Pasternak se
estudio en Korabathina y Saheb Koppanati [12] utilizando el
método de campo de desplazamiento acoplado. Con este
método, la respuesta vibratoria libre de gran amplitud de placas
rectangulares moderadamente gruesas simplemente soportadas
se ha estudiado en Krishna Bhaskar y Meera Saheb [13]. Kwak
[14] utiliz6 la teoria de la deformacion por cizallamiento de
primer orden y la no linealidad geométrica de von Karman para
formular las ecuaciones de gobierno que describen la
deformacion acoplada como un sistema de ecuaciones
diferenciales parciales no lineales.

Un sistema dinamico diferencial ordinario no lineal
acoplado se obtiene del modelo continuo formulado utilizando
el método de Galerkin. La ecuacion de Lagrange se utiliza en
Kim et al. [15] para crear la ecuacion de movimiento en cada
elemento y utilizando el método de equilibrio armonico
incremental (IHB) se resuelve la ecuacion de movimiento de
vibracion forzada no lineal. Aqui, a diferencia del método
convencional de Rayleigh-Ritz, el método de campo de
desplazamiento acoplado reduce el nimero '2n' de coeficientes
indeterminados a un niimero 'n' de coeficientes indeterminados
para la funcion admisible de n términos supuestos.

Por lo tanto, el objetivo de este trabajo es ampliar el
novedoso método de campo de desplazamiento acoplado para
estudiar la respuesta de vibracion forzada de vigas Timoshenko
con la participacion masa concentrada en un punto x de la viga.
El tiempo computacional involucrado en la determinacion de la
respuesta de vibracion forzada utilizando el método de campo
de desplazamiento acoplado es muy reducido en comparacion
con los otros métodos existentes. La metodologia detalla los
diferentes métodos y formulaciones empleados en la presente
investigacion.

Il. METODOLOGIA

Para el andlisis de resultados se considerd el método de
vibraciones forzadas de gran amplitud en vigas funcionalmente
graduadas con participacion de una masa concentrada en un

punto x. La Fig. 1 resume la metodologia empleada mediante
un diagrama de flujo para obtener el analisis de resultados. En
tal forma, inicialmente se consideran las relaciones cinematicas
de la viga funcionalmente graduada basada en la teoria de
Timoshenko; y la obtencidn de la ecuacién de acoplamiento
aplicando el principio de minimizacién de la energia potencial.
Seguidamente, se asume una funcién admisible para la
distribucion de la rotacion de la viga y la distribucion de
desplazamiento transversal. Estas se derivan para cada modo
utilizando el método de desplazamiento acoplado para las
condiciones de contorno de las vigas.

Estudio de la cinematica de vigas funcionalmente
graduadas, basado en la teoria de vigas de
Timoshenko.

Obtencion de las ecuaciones de acoplamiento del
desplazamiento transversal y rotacion total de la
viga utilizando el principio de minimizacién de
energia.

Viga empotrada -

Viga con voladizo -

Asumir una funcion admisible para la rotacion total
de la viga, con la inclusion de un coeficiente
indeterminado a para la ecuacion de acoplamiento.

Derivar la expresion de campo de desplazamiento
acoplado para la deformacion transversal, para la
ecuacion de acoplamiento.

Reemplazar las ecuaciones obtenidas de las vigas
funcionalmente graduadas en las expresiones de
energia y trabajo en funciéon al coeficiente
indeterminado a para 7 modos.

Derivar las expresiones obtenidas utilizando el
Principio de Conservacion de la Energia.

A4

Estudiar el comportamiento vibratorio de las vigas
funcionalmente  graduadas, modelando las
expresiones obtenidas con el método de Newmark y
superposicion de modos.

Fig. 1 lustracion de secuencia metodoldgica.
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Utilizando las expresiones obtenidas por el método de
desplazamiento de campo acoplado, se ha calculado la
deformacion y energia cinética para cada modo de la viga. De
la misma forma, se considera el trabajo realizado por la tension
y sus fuerzas externas actuantes. En tal sentido, las ecuaciones
de movimiento vibratorio de la viga se derivan a partir del
principio de conservacion de la energia total. Finalmente, la
ecuacion de que describe el movimiento vibratorio forzado
debido a una fuerza armdnica de excitacion se resuelve
utilizando el método de Newmark para encontrar los
coeficientes indeterminados en el desplazamiento transversal y
rotacional de la viga en n modos. Ademas, se utiliza el método
de superposicion de modo, sumandose los valores en cada uno
de ellos para obtener las respuestas dindamicas en una ubicacién
especifica del desplazamiento transversal y la rotacion total de
la viga.

A. Campo de desplazamientos

La cinematica de una viga funcionalmente graduada,
basada en la teoria de la viga de Timoshenko [16] y se puede
describir como (Fig. 2):

u(x,z) = z0(x) =Z(Z—‘:;+CD) =z(i—¥+9) ey

w(x,z) = w(x) 2

Donde w y w son los desplazamientos axiales y
transversales en un punto x de la viga, respectivamente; z es la
distancia desde el eje neutro; w es el desplazamiento
transversal; 6 es la rotacién total en cualquier punto del eje de
la viga; @ es la rotacion de flexion basada en la teoria de Euler-

. . d ., . .
Bernoulli; Finalmente, % es la deformacién por cizallamiento.
74

Euler-Bernoulli
TIMOSHENKO

Fig. 2 Cinemaética de flexion en vigas Timoshenko y Euler-Bernoulli.
Adaptado de [16].

B. Campo de deformaciones

Para las deformaciones normales y angulares siguiendo el
sistema de coordenadas, se sigue el trabajo de Venkateswara
[11], como se muestra en la Fig. 2 y las Ecuaciones (3) y (4).

c, du (d@) 3

Tdx “\dx

4)

dw du dw
Yxz = ( 9)

T dx Tdx \dx T

C. Ecuaciones de equilibrio

Las expresiones para la energia de deformacion U vy el
trabajo realizado por la carga actuante W estan dados por las
Ecuaciones (5) y (6), tal y como se presentaen [11]:

U— EI L(d@)zd +kGA L(dw+0)2d )
2 ), \dx T o \dx x
L
W, =f P(x)w(x) dx )
0

Aplicando el principio de minimizacién de la energia
potencial total se obtiene la ecuacién (7), como se muestra en
[12].

S(U-W)=0 o)

A continuacidn, se obtienen las ecuaciones de equilibrio
mediante las Ecuaciones (8) y (9), como se detalla en [17].

ea(EX 420 p— ®)
dx?  dx N
g% _rea (dw + 9) -0 ©)
dx? dx N

Las ecuaciones de equilibrio deducidas son acopladas y
pueden resolverse para la solucidn a un andlisis estatico en vigas
deformables por cizallamiento. También, se nota que solo la
Ecuacién (9) no interviene la carga P. Por lo tanto, se utiliza
esta expresién para acoplar el desplazamiento transversal con la
rotacion de la viga Timoshenko.

D. Meétodo de campo de desplazamiento acoplado

En el método de campo de desplazamiento acoplado se
asume una funcién admisible que describe la rotacién total 6 de
la viga que satisface las condiciones de contorno, como se
muestran en las Fig. 3y 4.
D.1) Funcion admisible de rotacién - Caso viga con voladizo

Fy sen(wt)

%\ =
N
P

L ,
Fig. 3 Viga con voladizo con carga arménica en el extremo.

De la misma forma, la distribucidn total de la rotacion 6 a
lo largo de la viga simplemente apoyada se asume segln la
Ecuacion (10), esta funcion se propone teniendo en cuenta las
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condiciones de borde de la viga y utilizando métodos y técnicas
de parametros indeterminados y elementos finitos siguiendo el
planteamiento de Venkateswara [17].

4 4mtx
9 =qg— — 10
a—-sen— (10)

Donde a es la amplitud transversal maxima no
dimensional de la viga. Sustituyendo la funcion 6 en la
Ecuacidn (9), se obtiene el campo de desplazamiento acoplado
transversal w. De la misma forma, la integracion da lugar a la
Ecuacidn (11), existe concordancia conforme a las constantes
El, ky GA con el planteamiento de Austin et al. [18], lo que
nos indica que las funciones de rotacion asumidas con
correctas.

w=ay (11)
Donde:
EI 2ma sen% 16112cos4Lﬂ
= X 12
X = kGa 7 (12)

D.2) Funcion admisible de rotacién - Caso viga empotrada —
apoyada
F, sen(wt)

n_,,

Fig. 4 Viga empotrada — apoyada con carga armonica en el centro de luz.

La distribucion total de la rotacién 6 a lo largo de la viga
doblemente empotrada se muestra en la Ecuacién (13), esta
funcioén se propone teniendo en cuenta las condiciones de borde
de la viga y utilizando métodos y técnicas de parametros
indeterminados y elementos finitos siguiendo el planteamiento
de Venkateswara [17].

o= 4 47Tx+21'[ 2mx (13)
=a|sin— [0S

Donde a es la amplitud transversal maxima no
dimensional de la viga. Sustituyendo la funcion 6 en la
Ecuacidn (9). obtenemos el campo de desplazamiento acoplado
transversal w, después de la integracion se obtiene la Ecuacion
(14), existe concordancia conforme a las constantes EI, k 'y GA
con el planteamiento de Austin et al. [18], lo que nos indica que
las funciones de rotacion asumidas con correctas.

w=ay (14)
Donde:
El |4an Sen4Lﬂ + 4nzsen2% 16m? cos% - 4-7rzsen2% 15
X = k6a 2L * 17 (15)

E. Principio de conservacion de la energia

Conforme se avanza en la obtencién de la expresion de
campo acoplado para el desplazamiento transversal w para una
funcién admisible 6, las vibraciones forzadas se pueden
estudiar aplicando el principio de conservacién de la energia en
cualquier instante del tiempo, con amortiguamiento
despreciable. El principio de conservaciéon de la energia se
establece mediante la Ecuacién (16), como se muestra en [17].

U+ T + W, = Constante (16)

Donde U es la energia de deformacion; T es la energia
cinética; W, es el trabajo realizado por la tension que desarrolla
la viga debido a la deformacidn por la masa concentrada. Estas
expresiones estan dadas en las Ecuaciones (17), (18) y (19),
seglin se presenta en [17].

g L(de)z kGA L(dw+6)2d an
2 ), \dx 2 J, \dx X
A (L Ik, M2
T=p—f Wzdx+p—f 62dx +——| 4, (18)
2 J, 2 J, 2 |x=3
T, (X1 /dw\?
=—| —[— 19
" zjo 2<dx) ax, 49

Donde p es la densidad de masa, T, es la tension
desarrollada en la viga debido a la deformacion que causa la
masa concentrada. La expresion T, se obtiene de Woinowsky-
Krieger en la Ecuacién (20) como se detalla en [4].

. El JL<dW)2d 20)
¢ 2Lr? ), \dx x

Donde r es el radio de giro; de la misma forma, la

expresion T, se deriva respecto al tipo de no linealidad de von
Karman.
E.1) Caso viga con voladizo: Sustituyendo las expresiones
asumidas de 6 y w de las Ecuaciones (10) y (11) en las
Ecuaciones (17), (18) y (19), las expresiones para U, Ty W,
estan dados por las Ecuaciones (21), (22) y (23), siguiendo el
proceso de formulacién presentado en [17].

U= ,EIL 121 4 L 16m\% EI 1)
-“7(7) +(T)m'
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@) el e @D} @

EIL /16m*[/16m\3 ,2m\? EI |*
W= () () D ) @
132r2\ L L L/ kGA
Estas expresiones se sustituyen en la Ecuacion (16) y
simplificando, obtenemos la siguiente ecuacion de balance
energético:

P,a% + P,a? + YPza* = Constante (24)

E.2) Caso viga empotrada — apoyada: Sustituyendo las
expresiones asumidas de 8 y w de las Ecuaciones (13) y (14)
en las Ecuaciones (17), (18) y (19), las expresiones para U, T y

W, estan dados por las Ecuaciones (25), (26) y (27), siguiendo
el proceso de formulacion presentado en [17].

U= LEIL <2n>4 - <8n)2 El 25)
@7 12) kGA|
,m 1671 167T lé6m I (dnm
r=a 8{[ 1z kGAH miL <L >]+Ar2(2L)]' (26)
EIL /16m*[/4m? /4m\3 EI |
— a4 - _ —) = 27
Wi=a 48r2(L2) [(LZ) +(L2) kGA D

Estas expresiones se sustituyen en la Ecuacion (16) y
simplificando, obtenemos la siguiente ecuacion de balance
energético:

¢$1d% + ¢pra? + pza* = Constante (28)
F. Vibraciones forzadas

En esta seccion, se formula la vibracion forzada de unaviga
Timoshenko con voladizo. El principio de conservacion de la
energia para n modos, bajo la influencia de la distribucion

dindmica de la fuerza transversal f(x,t) lo podemos modelar
como:

L
U+T+W, =W, = f flx,Hw(x, t)dx (29)

0
Donde f(x,t) es la fuerza transversal dindmica
concentrada sobre la viga, ubicada en x = x;. La fuerza

armonica F(t) = Fy sen(wt) que acuta en x = x; se puede
modelar como una fuerza distribuida con la popular funcién
delta de Dirac 6 (x) presentado en [17]:

f(x,t) = Fysen(wt) 8(x — xf) (30)

Sustituyendo las expresiones de energia de deformacion,
energia cinética y trabajo realizado por tensién desarrollada
debido a la masa (U, T y W,), obtenemos las siguientes
expresiones:

F.1) Vibraciones forzadas en viga con voladizo

L
P0% +,a® + Piat = j [, w(x, t)dx (31)
0

Donde, aplicando una diferenciacion respecto al tiempo,
obtenemos la siguiente expresion presentada en [17]:

L
2Y1d + 2,a + 4pgad = f fl, t)x(x)dx (32)
0

F.2) Vibraciones forzadas en viga empotrada — apoyada:

L
d)ldz + ¢2a2 + ¢3a4’ = f f(x, t)w(x, t)dx (33)
0

Donde, aplicando una diferenciacion respecto al tiempo,
obtenemos la siguiente expresion presentada en [17]:

L
2byii + 26,0 + 4y’ = j £ Ox()dx (34)
0

En las Ecuaciones (33) y (34), la expresion de fuerza
generalizada para cada modo es la misma que la fuerza
generalizada correspondiente a n modos proporcionada en Rao
[11]. Aqui y se le da los valores de las Ecuaciones (12) y (15)
respectivamente y sustituyendo la expresion f(x, t) con el uso
de las propiedades de la funcién delta de Dirac, se obtienen las
siguientes ecuaciones de movimiento para cada la viga con
voladizo, y la viga empotrada — apoyada respectivamente bajo
las condiciones de carga forzada:

2y,d + 2¢,a + 4sa® = Fysen(wt) x(xs) (35)

2¢,d + 2¢,a + 4¢za® = Fysen(wt) x(xy) (36)

Estas ecuaciones de movimiento se resuelven para los
coeficientes indeterminados a para todos los modos n =
1,2,3, ..., Nmax €N cada paso de tiempo (A, = 0.001 seg) de O a
1 segundo utilizando método de Newmark [19]. 1,4, Se elige a
base de que la solucién converja al grado de precision deseado.
Utilizando el método de superposicion de modos, las soluciones
de ambas ecuaciones de movimiento en cada modo se
sustituyen en la expresion de superposicion para la obtencion
de la respuesta dindmica para el desplazamiento transversal w
y la rotacion total 8 respectivamente en un tiempo t, y a una
distancia x, . Entonces, siguiendo los criterios (t=t, Yy
x = x,) basados en el principio de la técnica de superposicion,
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se dan las siguientes expresiones para ambos tipos de vigas
Timoshenko:

Wi t0) = ) ay(to)ty (o) &7
n:

0(xo,to) = Z” ay (to)&; (x0) (38)

n=1

I11. RESULTADOS Y DISCUSIONES

En esta seccion, se discuten los resultados obtenidos de la
presente formulacién basada en el método de campo de
desplazamiento acoplado. En primer lugar, se determind la
respuesta de desplazamiento de la vibracion forzada sobre las
vigas Timoshenko de longitud L = 4.352 m, area de la seccién
transversal A = 1.31 x 1073m? , momento de inercia I =
5.71 x 1077 m*, modulo de elasticidad E = 2.02 x 10** N/
m?, médulo de cizallamiento G = 7.7 x 10'° N/m?, densidad
de masa p = 15,267 kg/m® y factor de correccién de
cizallamiento k = 0.7 que se somete a una carga puntual
transversal de F, = 1 N que se desplaza a una velocidad V, =
27.395m/sent = 0.5T,.

0
T
g
o -5 1
=
—
z
g -10 1
2
é -15 1
£
p
= -20 1 Austin et al. [18]
= — — — CDA.

-25

0.0 0.2 04 0.6 0.8 10

XL

Fig. 5 Deformacion de la viga con voladizo a lo largo de su longitud cuando
se somete a una carga puntual transversal F, = 1 N moviéndose a una
velocidad V; = 27.395m/sent = 0.5T,.

Donde T, es el tiempo requerido por la carga en
movimiento para viajar desde un extremo de la viga hasta el
otro extremo, se determina utilizando la presente formulacion
basada en el método del campo de desplazamiento acoplado
(CDA) y se valida con los resultados de Austin et al. [11]. Se
observa que en la Fig. 4 y 5 los resultados obtenidos a partir de
la presente formulacion muestran una buena coincidencia con
los resultados publicados. Esto confirma la precision del codigo
MATLAB desarrollado y de varios métodos empleados en la
presente formulacidn para determinar la respuesta dinamica de
en vigas Timoshenko con condiciones de borde distintas, y con
vibracion forzada debido a una carga arménica aplicada en la
masa que se encuentra a lo largo de sus longitudes.

0
z Austin et al. [18]
B 5] m— = == CDA.
=
z
g -10 A
B
&
=
g i
.E -15
£
g
e -20 A
&

-25

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

x/L

Fig. 6 Deformacion de la viga empotrada — apoyada a lo largo de su
longitud cuando se somete a una carga puntual transversal F, = 1 N
moviéndose a una velocidad V; = 27.395m/sent = 0.5T,.

TABLA
DESPLAZAMIENTOS MAXIMOS (MM) LINEALES Y NO LINEALES PARA
VIGA CON VOLADIZO CON DISTINTAS RELACIONES DE ESBELTEZ PARA
DISTINTAS MAGNITUDES DE CARGA

ft, Magnitud de carga arménica (N)
em 200 - 400 600 - 800 1000
NO NO
B LINEAL LINEAL | LINEAL | | \\Eal | LINEAL
10 3.6465 3.6653 3.5596 3.6968 5.3569
3.7831 3.7942 3.8354 3.9874 6.7541
. 3.9197 3.9231 4.1112 4.2780 8.1513
14.0563 14.0520 14.3870 14.5686 19.5485
5o |24.1929 24.1809 24.6628 24.8592 30.9457
34.3295 34.3098 34.9386 35.1498 42.3429
75 |_44.4661 44.4387 45.2144 45.4404 53.7401
54.6027 54.5676 55.4902 55.7310 65.1373
100 |—64.7393 64.6965 65.7660 66.0216 76.5345
74.8759 74.8254 76.0418 76.3122 37.9317
200 |105.2857 1052121 | 106.8692 | 107.1840 | 122.1233
215.4223 2153410 | 217.1450 | 217.4746 | 233.5205
300 |_325.5589 | 325.4699 | 327.4208 | 327.7652 | 344.9177
535.6955 535.5988 | 537.6966 | 538.0558 | 556.3149
200 |_666.1053 665.9855 | 668.5240 | 668.9276 | 690.5065
7062419 | 706.1144 | 718.7998 | 739.2182 | 761.9037

La variacion de la respuesta dinamica lineal y no lineal es
mayor en el caso de las vigas con mayor relacién de esbeltez.
Se estudia el efecto de las distintas relaciones de esbeltez para
distintas magnitudes de carga arménica para comprender el
comportamiento preciso de la viga. En la tabla 1 se presentan
las respuestas de desplazamiento maximo en el centro de luz,
tanto en la regién lineal como en la no lineal, de la viga con
voladizo de longitud L = 3m, b = 0,16 m, con distintas
relaciones de esheltez y para distintas magnitudes de las cargas
armonicas. La Fig. 6 y 7 muestra las variaciones de las
respuestas lineales y no lineales del desplazamiento maximo en
el volado de la viga con la magnitud de la carga arménica de
longitud L = 3m, b = 0,16 m. Para la mayor relacion de
esbeltez considerada, B = 400, la variacion de la respuesta de
desplazamiento lineal y no lineal en el volado de la viga con la
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magnitud de la carga arménica se muestra en la Fig. 6 y 7
respectivamente.

15.8655
15.2314

15.2643
15.6567

15.2607
15.6495

15.1222
15.5009

15.4236

400 15.8200

El comportamiento no lineal de la viga empotrada —
apoyada se observa en las relaciones de esheltez mas altas en
comparacion con la viga con voladizo. Esto se debe a que,
debido a sus apoyos, que detienen todos los grados de libertad,
esta se vuelve mas rigida en comparaciéon con la viga con
voladizo. Para la mayor relacion de esbeltez considerada, 8 =
400, la variacion de la respuesta de desplazamiento lineal y no
lineal en centro de la viga con la magnitud de la carga arménica
se muestra en la Fig. 8 y 9 respectivamente.

038
- — = Krishna Bhaskar y Meera Saheb [13]
g — - CDA. /
g 06 7
: f /
: /
2 044 4
7
: /
£ 4
2 021 7
& %
/
= -
— — p— —
Q=== ; ‘
0 200 400 600 800 1000
Carga Armoénica (N)
Fig. 7 Validacion de desplazamientos lineales maximos para la viga con
voladizo.
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D
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Z
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00 m==— | ‘ |
0 200 400 600 800 1000
Carga Arménica (N)
Fig. 8 Validacion de desplazamientos no lineales maximos para la viga
con voladizo.
TABLAII

DESPLAZAMIENTOS MAXIMOS (MM) LINEALES Y NO LINEALES PARA
VIGA EMPOTRADA — APOYADA CON DISTINTAS RELACIONES DE ESBELTEZ
PARA DISTINTAS MAGNITUDES DE CARGA

fi Magnitud de carga armonica (N)
em 200 - 400 600 - 800 1000
NO NO
g | uneaL | | NO | umeaL | MO | LiNEAL
o |96 9.7219 9.8621 9.8892 9.8954
10.6354 106176 | 106478 | 106647 | 107123
b5 | 108527 10.9863 | 108711 | 10.8802 | 10.8967
11.1023 110591 | 111453 | 111132 | 11.2645
oo 113584 114635 | 115576 | 11.5582 | 11.6013
11.8400 119471 | 119833 | 119571 | 12.0632
s [ 122060 123396 | 123722 | 12.3357 | 12.459%
12.5719 127320 | 127610 | 127144 | 12.8560
1o |_12.9379 13.1245 | 131499 | 130930 | 132524
13.3038 135170 | 135387 | 134717 | 13.6488
200 144017 14.6944 | 147053 | 146076 | 14.8380
14.7676 15.0860 | 15.0941 | 14.9863 | 15.2344
200 |_15.1336 154793 | 154830 | 153649 | 15.6308
15.4995 158718 | 158718 | 157436 | 150272

0.16
| — - V.Rao [17] / 7z
0-14 — - CDA 7
- = DA.
% 0127 /- \\ //
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Sl /N /
: / N /
2 008 \ /
/ \
E 006 | / % /
2 N
g 004 1 [ \\ |
ooz |1 X7
0.00 ‘ ‘ : ]
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Carga Arménica (N)
Fig. 9 Validacion de desplazamientos lineales maximos para la viga
empotrada — apoyada.
0.16 7]
7
014 - / = ///
z /
é 0.12 SIE //
:é 0.10 1 / \ //
£ 008 | / \ //
ﬂé 0.06 1 / \ /
= / \ /
2 0.04 / /
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Fig. 10 Validacién de desplazamientos no lineales maximos para la viga
empotrada — apoyada.

En cambio, en el caso de las vigas de alta esbeltez, como
se muestra en la Fig. 7 y 9 respectivamente, la respuesta lineal
del desplazamiento en el centro de la viga y en el extremo de la
otra, es mayor que la del caso no lineal (Fig. 10). La viga se
vuelve mas flexible con el aumento de la relacion de esbeltez.
A medida que la viga se vuelve mas esbelta, se inducen fuertes
vibraciones en la viga debido a su mayor flexibilidad, incluso
en el caso lineal. Cuando se inducen vibraciones de gran
amplitud en la viga, el estiramiento del plano neutro generado
en la viga se opone a la deformacion. Asi, en el caso de las vigas
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esbeltas, se observa que la respuesta de desplazamiento de la
vibracion forzada lineal es mayor que la respuesta de la
vibracion no lineal.

IVV. CONCLUSIONES

En el presente trabajo se amplio el novedoso método de
campo de desplazamiento acoplado para estudiar la respuesta
de vibracion forzada de vigas de Timoshenko con masa
concentrada en un punto x para las vigas con distintas
condiciones de contorno. El método de campo de
desplazamiento acoplado se utiliza para obtener la expresion
para el desplazamiento transversal de la viga con una funcion
trigonométrica admisible asumida que tiene un solo coeficiente
indeterminado para la rotacion total de esta misma.

Las respuestas dinamicas de la viga de Timoshenko para
las condiciones de vibracion forzada de contorno presentadas,
se determinaron mediante la aplicacion del método Newmark
para resolver la ecuacion de movimiento que se obtiene del
principio de conservacion de la energia total, y mediante el uso
de la técnica de superposicion de modos explicado en [20] para
diferentes vigas con condiciones de borde y forma distintos.

Para ambas condiciones de borde de la viga con voladizo y
empotrada — apoyada, se observa que la respuesta de
desplazamiento no lineal es mayor a la respuesta de
desplazamiento lineal para las vigas cortas (menor relacion de
esbeltez (B), y se observa que la respuesta de desplazamiento
lineal es mayor que la respuesta de desplazamiento no lineal
para las vigas esbeltas. En el caso de la viga empotrada —
apoyada, debido a sus condiciones de borde (apoyos), que
hacen que la viga sea mas resistente a la deformacion, la
deformacion maxima observada es menor en comparacion con
las condiciones limite de la viga con voladizo.

Este método tiene menos complejidad en comparacion con
otros métodos de energia, ya que los esfuerzos computacionales
se reducen a la mitad en comparacion con el método de
Rayleigh-Ritz como se plantea en [21]. Esta formulacion
también puede utilizarse para el estudio del analisis de
vibraciones libres de miembros estructurales flexibles a
cortantes distintos en vigas con distintas condiciones de
contorno. El método de campo de desplazamiento acoplado se
encuentra en proceso de extension a otros problemas complejos
como vigas de seccion uniforme FG, vigas conicas FG, placas,
y otros elementos estructurales que cumplan distintas funciones
en la construccion modular.
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