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Abstract— This paper generalizes the concept of artificial prime numbers from subsets of the positive integers to broader algebraic
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Numeros primos artificiales en estructuras
algebraicas: una extension contextual mas alla de los
numeros enteros
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Resumen— En este trabajo se extiende el concepto de
nameros primos artificiales, previamente definido sobre
subconjuntos de los enteros positivos, hacia estructuras
algebraicas mas generales, tales como dominios de integridad,
dominios euclidianos y anillos de enteros algebraicos.
Se propone una formulacion general de la primalidad
artificial en términos de relaciones de divisibilidad internas a
un conjunto dado, incorporando la nocion de elementos
asociados. Se establecen resultados bésicos en forma de
proposiciones, y se analizan casos particulares en los enteros
gaussianos Z[i] y en anillos no necesariamente factoriales,
comparando esta nocién con los conceptos de irreducibilidad
y primalidad algebraica.
Asimismo, se discuten posibles aplicaciones y limitaciones del
enfoque, asi como su potencial en contextos de computacion y
educacion STEM. Este enfoque proporciona una
interpretacion contextual de la primalidad, dependiente del
conjunto considerado y de su estructura de divisibilidad.

Palabras clave: ndmeros primos artificiales; teoria
algebraica de ndmeros; enteros gaussianos; elementos
irreducibles; computacion matemaética; educacion STEM;
modelado algoritmico.

l. INTRODUCCION

La nocidn clasica de nimero primo constituye uno de los
pilares fundamentales de la teoria de nimeros. Sin embargo,
como se mostrd en trabajos previos, la idea de primalidad
puede reformularse de manera relativa cuando se restringe
el universo de divisibilidad a un conjunto especifico. Esta
perspectiva condujo a la definiciébn de ndmeros primos
artificiales en subconjuntos de los enteros positivos, donde
la primalidad deja de ser una propiedad absoluta y pasa a
depender del contexto.

El objetivo del presente trabajo es extender esta nocidn
mas alla de Z, explorando su formulacion y propiedades en
estructuras algebraicas generales, tales como anillos
conmutativos, dominios de integridad y anillos de enteros
algebraicos. Esta extension no solo es natural desde el punto
de vista matemético, sino que permite desvincular la
primalidad artificial de la factorizacion Unica, abriendo
nuevas posibilidades de analisis tedrico y aplicaciones
practicas.

1. DEFINICION BASICA

Sea Sun conjunto no vacio de elementos de un
dominio numérico en el que esté definida una nocién de
divisibilidad.

Un elemento g €S se denomina ndmero primo
artificial en S si no existe ningun elemento d € S, cond #
q, tal que d dividaa q.

Esta definicion enfatiza que la primalidad artificial
depende exclusivamente de las relaciones internas de
divisibilidad en el conjunto S.

A diferencia de la primalidad clésica, la primalidad
artificial es esencialmente relativa. Un mismo nimero
puede ser primo artificial en un conjunto y dejar de serlo
en otro. De este modo, la primalidad artificial proporciona
un marco flexible para estudiar estructuras numéricas
dependientes del contexto.

I1. NUEVAS PERSPECTIVAS

a. Relacion con la biologia y la
evolucion: un ejemplo ilustrativo
proviene del estudio de ciclos de
vida en especies bioldgicas.
Algunas especies de cigarras del
género Magicicada presentan ciclos
de vida extraordinariamente largos:
pasan 13 o 17 afios bajo tierra antes
de emerger de forma masiva,
reproducirse 'y morir en pocas
semanas. Estos periodos llaman la
atencion no solo por su duracion,
sino porque 13 y 17 son ndmeros
primos. Esta coincidencia ha
motivado estudios que combinan
biologia, ecologia, teoria de
nameros y evolucion.

Las cigarras periddicas pasan la mayor parte de su vida
como ninfas subterraneas, alimentandose de la savia de las
raices de los arboles. Tras 13 o 17 afios, emergen
simultdneamente en grandes cantidades, mudan a adultos, se
reproducen y mueren.

¢Por qué nimeros primos?
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Desde un punto de vista matematico, los nimeros primos
tienen una propiedad esencial: no comparten divisores con
otros nUmeros excepto 1. Esto tiene consecuencias
ecoldgicas importantes.  Evitar  sincronizacién  con
depredadores.

Muchos depredadores tienen ciclos poblacionales
regulares (por ejemplo, de 2, 3, 4 o 6 afios). Si las cigarras
tuvieran un ciclo compuesto, como 12 afios, coincidirian
con estos depredadores con mayor frecuencia.

En cambio, un ciclo primo p:
¢ Solo coincide exactamente con un ciclo de longitud
n cuando n divide a p, lo que solo ocurre sin =1
on =p.

e Minimiza la frecuencia de encuentros regulares con
depredadores periodicos.

Por ejemplo:
e Un depredador con ciclo de 4 afios coincidiria con
una cigarra de 12 afios cada 12 afios, pero con una
de 13 afios solo cada 52 afios.

Esta explicacién, basada en la primalidad clasica, ha sido
ampliamente aceptada como un mecanismo matematico que
sustenta una ventaja evolutiva.

Sin embargo, desde una perspectiva mas general, no es

estrictamente necesario recurrir a la primalidad clésica
para explicar este fenémeno. La nocion de primalidad
artificial permite ampliar el marco conceptual y adaptarlo
mejor a contextos bioldgicos reales, donde los ciclos
relevantes no abarcan necesariamente todos los nimeros
naturales, sino un conjunto finito y dinamico determinado
por el ecosistema.
Supongamos, por ejemplo, que los depredadores
presentan ciclos de vida de 2 y 7 afios, mientras que las
cigarras presentan ciclos de 9 y 15 afios. Si se define el
conjunto C, = {2,7,9,15}, entonces los ciclos de las
cigarras son primos artificiales en C,, ya que ninguno de
ellos es divisible por los ciclos de los depredadores
dentro del conjunto considerado, ver Fig. 1. En este
contexto, la ventaja evolutiva no depende de que los
ciclos de las cigarras sean primos en el sentido clasico,
sino de que sean indivisibles respecto a los ciclos de los
depredadores relevantes.

Esta vision resulta especialmente natural desde el punto
de vista evolutivo. Los ecosistemas no son estaticos: los
conjuntos de ciclo de vida pueden variar con el tiempo
debido a mutaciones, migraciones, cambios ambientales y
procesos de seleccidn natural.

La primalidad artificial captura esta dependencia
contextual, mostrando que la naturaleza no “elige
numeros primos universales”, sino relaciones de
indivisibilidad dentro de conjuntos especificos.

En este sentido, la teoria de los ndmeros primos
artificiales proporciona un marco mas flexible y realista
para comprender como emergen patrones matematicos en

Depredador (7 afios)

Dep (2 afios)

Presa (9 afios) 4 ° ° e o e o e » & e o

Presa (15 afios) ° ° ° ° ° @ o

Coincidencias - ° e ° El

Fig. 1 Coincidencia de ciclos de vida
entre depredadores y presas.

sistemas bioldgicos, reforzando la idea de que la

adaptacion evolutiva puede interpretarse como un

proceso de optimizacion estructural relativa, mas que

como una adhesion estricta a propiedades numéricas

absolutas.

Desde el punto de vista matematico, el éxito evolutivo de
estos ciclos no depende de la primalidad absoluta, sino de la
ausencia de divisibilidad respecto al conjunto relevante de
ciclos del ecosistema. Esta condicion puede expresarse de
manera natural mediante la nocion de primalidad artificial.

Este modelo no pretende reemplazar los enfoques clésicos
basados en el minimo comdn multiplo, sino
complementarlos, ofreciendo una interpretacion alternativa
basada en divisibilidad relativa dentro de un conjunto finito
de ciclos relevantes.

b. Conjuntos finitos y seleccion
aleatoria: La primalidad artificial
resulta especialmente informativa
en conjuntos finitos. Por ejemplo,
al seleccionar aleatoriamente seis
nameros del 1 al 100 vy
considerarlos como elementos de
un conjunto, es altamente probable
que la mayoria de ellos sean
primos artificiales dentro de dicho
conjunto. Esta observacion puede
aportar  informacién  Gtil  en
contextos como sorteos, analisis
combinatorio o  estudio de
aleatoriedad.

c. Relacién entre ecuaciones
cuadraticas y ndmeros primos
artificiales

La nocién de numeros primos artificiales
depende de la estructura interna del conjunto
sobre el cual se define. En particular, cuando el
conjunto estd generado por una funcion
cuadratica de la forma f(x)=x2+ bx +c,
surgen relaciones algebraicas internas que
influyen directamente en las propiedades de
divisibilidad relativa.

Considérese el conjunto de nimeros enteros
positivos
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S={ay:a, =n*+bn+c,neZ} donde by
¢ son parametros enteros fijos. En este contexto,
se observa que los productos de dos términos
consecutivos del conjunto pueden expresarse
nuevamente como un elemento del mismo
conjunto, es decir:
Anlny1 = Ak, An, Qi1 A € S. (1)
Esta propiedad se apoya en la siguiente propiedad
algebraica valida para todo n.

> +bn+c)((n+1D2+b(n+1)+c)=Mn?+
b+Dn+c)>+bm?+ B+ 1n+c)+ec. (2)

La identidad muestra que el producto de dos expresiones
cuadraticas consecutivas puede reescribirse como una
combinacion estructurada de un solo término cuadratico
central, el cual conserva la forma funcional que define al
conjunto S. En consecuencia, el conjunto presenta una
clausura multiplicativa parcial, caracteristica que no
aparece en conjuntos arbitrarios de enteros positivos.

Desde la perspectiva de los ndmeros primos, estas
identidades algebraicas permiten identificar de manera mas
precisa qué elementos del conjunto no son primos
artificiales y cuales mantienen un comportamiento de primo
artificial. Asi, la primalidad artificial no depende
Gnicamente de la ausencia de divisores dentro del conjunto,
sino también de las relaciones algebraicas internas
inducidas por la ecuacion algebraica generadora.

Estas identidades muestran la existencia de relaciones
multiplicativas internas en el conjunto, aunque no implican
que el conjunto sea cerrado bajo el producto en general.

d. Generacion de sucesiones: La
primalidad artificial permite definir
nuevas sucesiones numéricas. Por
ejemplo, dada una sucesion {a,} c
S, se puede definir: a, = 2, para
n=>1a,,;, como el segundo
entero mayor que a, que no sea
divisible por ninguno de los
términos a4, a,, ..., a,.

Ejemplo: iniciamos con el 2, que sera el primer
término. El segundo término es el 5, puesto que
hemos descartado el 3 que es el primer nimero
entero que no es divisible por el 2. El tercer
término es el 9, el cuarto el 13, el quinto el 19 y
asi obtenemos obtenemos los primeros términos
de la sucesién: 2,5, 9, 13, 19, 23, 31, 37, 43,
49,53, ...

Este tipo de construccion ilustra cémo la primalidad
artificial
puede utilizarse como regla generadora de estructuras
numeéricas novedosas.

Estos ejemplos muestran que la primalidad puede
depender del conjunto considerado. Para comprender
plenamente esta relatividad, resulta Gtil analizar estructuras
algebraicas mas generales, donde las nociones de
irreducible y primo se distinguen formalmente.

IV.  LAPRIMALIDAD COMO NOCION
RELATIVA MAS ALLA DE LOS
NUMEROS NATURALES

La nocion de nimero primo ocupa un lugar central en las
matematicas desde la Antigliedad. En su formulacion
clasica, un ndmero primo es un entero mayor que uno que
solo admite divisores triviales. Esta definicion sustenta el
Teorema Fundamental de la Aritmética: todo entero
positivo mayor que uno se descompone de manera Unica
como producto de ndmeros primos.

Sin embargo, al ampliar el horizonte mas alla de los
ndmeros naturales, surge una cuestion fundamental:

(qué significa realmente “ser primo”?
La evolucion histérica de la teoria de nimeros muestra que
la primalidad no es una propiedad absoluta de los objetos,
sino una nocion que depende del contexto estructural en el
que se define la divisibilidad.
1) Primalidad y divisibilidad: el nicleo conceptual
Toda nocién de primalidad presupone, explicita o
implicitamente, dos ingredientes basicos:
e un conjunto de objetos.
o unarelacion de divisibilidad definida entre ellos.

Un elemento se considera “primo” cuando resulta
indivisible respecto a dicha relacion, salvo de manera
trivial. En este sentido, la primalidad no es una propiedad
intrinseca del objeto, sino una propiedad relativa a un
conjunto y a su estructura de divisibilidad.

La primalidad artificial formaliza precisamente esta
observacion.

2) Primos clasicos y factorizacion en N

En el conjunto de los nimeros naturales N, un nimero
primo es un entero mayor que 1 cuyos Unicos divisores son
1 y él mismo. Los ndmeros compuestos, en cambio,
admiten una factorizacién no trivial.

El Teorema Fundamental de la Aritmética establece que
todo entero positivo mayor que 1 puede escribirse como
producto de ndmeros primos de manera Unica, salvo el
orden de los factores. Esta propiedad confiere a los nimeros
primos el papel de &tomos multiplicativos de N.
En este contexto, la nocién de:
e elemento primo
e elemento irreducible
coinciden plenamente. Esta coincidencia, como veremos, es
excepcional.
3) Numeros primos clasicos como caso particular de
los nimeros primos artificiales
Si tomamos:
S =N\ {1},
con la divisibilidad usual, los primos artificiales coinciden
exactamente con los nimeros primos clasicos.
La exclusion del 1 no es una exigencia légica de la
primalidad, sino una decision estructural destinada a
garantizar la factorizacion Gnica. De hecho, si se considera:
S=17Z% el Unico primo artificial es el 1, y la
descomposicién en factores Gnicos no puede surgir. Este
hecho muestra que la factorizacion Unica no define la
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primalidad, sino que emerge como consecuencia de
restricciones adicionales.

La inclusion del 1 al conjunto S muestra que la
primalidad artificial no presupone la existencia de
factorizacion Unica; por el contrario, la factorizacion Unica
surge como consecuencia de restricciones adicionales sobre
el conjunto considerado. Esto no contradice la teoria
clasica, sino que muestra que: en la primalidad clasica, la
exclusion de la unidad es una condicién estructural
necesaria para que emerja la factorizacién Unica.

4) Principio para cribar nimeros primos artificiales

La criba clasica elimina nimeros compuestos utilizando
divisores primos pertenecientes al conjunto de los nimeros
naturales. En contraste, el cribado de ndmeros primos
artificiales se fundamenta en el siguiente principio:

Un elemento de S debe eliminarse Gnicamente si admite
un divisor propio que también pertenezcaa S.

Por lo tanto, la eliminacién no depende factores externos
al conjunto, sino exclusivamente de las relaciones de
divisibilidad internas.

I Definicién de la criba
Sea S = {sq,S,,...,5,} € N, cons; > 1 para todo i.
Definimos una funcién indicadora
x:S — {01},
Donde:

e x(s)=1 indica que s es candidato a primo
artificial;

e x(s) = 0indica que s ha sido descartado.

Inicialmente, se asigna:
x¥(s)=1 Vs €S.
La regla se define entonces por la siguiente regla de
eliminacion:
si existen s;,s; € Scons; <s;ys;|s;,eliminamos s;.

1. Algoritmo general de la criba
El procedimiento puede expresarse de manera algoritmica
como sigue:

a. Fijar el conjunto S.

b. Marcar todos los elementos de S como candidatos
a primo artificial.

c. Para cada par de elementos (s;,s;) en S, con s; <
S]-:

e sis; |s;, eliminar s;.

d. Los elementos no eliminados constituyen el
conjunto de nimeros primos artificiales de S.

Este algoritmo es independiente de la forma explicita de S
y puede aplicarse tanto a conjuntos definidos por extension
como por compresion.

5) Irreducibles y primos en anillos

Al pasar de N a un anillo conmutativo general, es necesario
refinar las definiciones.
Sea R un dominio de integridad.

e Un elemento p € R es irreducible si no es una
unidad y si p = ab implica que a 0 b es una
unidad.

e Un elemento p es primo si p | ab implica que

plaoplb.

En N ambas nociones coinciden, pero en un dominio
arbitrario no necesariamente. La distincion es crucial: la
irreducibilidad es una propiedad interna del elemento,
mientras que la primalidad controla la divisibilidad en todo
el anillo.

En dominios de factorizacion Unica (UFD), ambas
coinciden; en otros, divergen. Desde el punto de vista de la
primalidad artificial, ambos conceptos corresponden a
primos artificiales definidos en conjuntos distintos:

e los irreducibles aparecen al restringir S a los
elementos no unidad (1, — 1, i, —i),

e los primos surgen al imponer condiciones
adicionales sobre la divisibilidad.

Esta vision general nos prepara para analizar casos
concretos en anillos de enteros algebraicos, como Z[i],
donde las diferencias entre irreducibles, primos y primos
artificiales se hacen evidentes y permiten explorar nuevas
estructuras numéricas.

6) Enteros gaussianos y primos gaussianos

La teoria de nimeros clasica estudia principalmente las
propiedades aritméticas de los nimeros enteros. Sin
embargo =, al extender el concepto de nimeros enteros a
otros sistemas algebraicos, surgen estructuras ricas y
profundas. Uno de los ejemplos més importantes es el
conjunto de los enteros gaussianos, introducido
implicitamente por Carl Friedrich Gauss en sus estudios
sobre la aritmética compleja y la ley de reciprocidad
cuadrética.

Los enteros gaussianos permiten generalizar nociones
fundamentales como divisibilidad, maximo comun divisor y
primalidad, dando lugar al concepto de primos gaussianos,
que presentan propiedades distintas pero relacionadas con
los primos ordinarios.

a) Enteros gaussianos
Se define el conjunto de los enteros gaussianos como:
Zlil={a+bi:ab€eZi*=-1}
Este conjunto es un subanillo del cuerpo de los nimeros

complejos C, y se verifica que Z[i] es un dominio de
integridad.

b) Norma y unidades: Para estudiar la divisibilidad en
Z[i], se introduce la norma:

N(a + bi) = a?+ b% (3)
La norma tiene propiedades clave:
e N(z)=0yN(z)=0siysolosiz=0.
e N(zw) = N(z)N(w) paratodo z,w € Z[i].

Un elemento u € Z[i] es una unidad si existe v € Z[i] tal
que

uv = 1. Usando la norma, se demuestra que las Unicas
unidades  son:

+1, +i.
b) Divisibilidad y dominio euclideo
Un entero gaussiano z divide a w si existe q € Z[i] tal
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que w = zq.
Gracias a la norma, Z[i] es un dominio euclideo, lo que
implica que es un dominio de factorizacién Unica (DFU).
En consecuencia, todo entero gaussiano distinto de cero y
no unidad puede escribirse como producto de primos
gaussianos, de forma Unica salvo el orden y las unidades.

¢) Primos gaussianos

Un entero gaussiano p se llama primo gaussiano si
no es cero ni unidad y, siempre que p = ab, entonces
a 0 b es una unidad.

Un entero gaussiano a + bi es primo si y solo si se
cumple una de las siguientes condiciones:

1. Uno de los coeficientes es cero:

e Si p es un primo entero y p = 3 (mod4),
entonces p y - p son primos gaussianos.

e Sip =1 (mod 4), entonces p no es primo en
Z[i], ya que se factoriza como:

p =a?+b%? = (a+ bi)(a— bi). (4)
2. Ambos coeficientes son no nulos:

e a + bi es primo gaussiano si a? + b? es un
primo ordinario.

Un caso especial es el nimero 1 + i, cuya norma
€S 2, Y que es un primo gaussiano.

d) Ejemplos
e 3esprimo en Z[i] porque 3 = 3 (mod 4).
e 5 no es primo gaussiano, ya que 5=

2+E2-1).
e 2=(1+i)(1+1i), por lo que no es primo
gaussiano.

Los enteros gaussianos proporcionan un ejemplo clasico
de como extender la aritmética usual a un nuevo contexto
algebraico conservando la factorizacion Unica. El estudio de
los primos gaussianos revela una profunda conexién entre la
aritmética modular y la estructura de los ndmeros
complejos. Entre estas propiedades, se observa un patrén
visual de coronas circulares dispersas, donde los nimeros
primos complejos se organizan en anillos concéntricos
alrededor del origen, como se observa en la Fig. 2. Esta
disposicién refleja simetrias propias de los enteros
gaussianos y destaca zonas de concentracion y vacios,
proporcionando informacidn Gtil para explorar propiedades
geométricas y algebraicas de estos primos complejos.

La visualizacién de este patron facilita la identificacion de
regularidades, densidades relativas y posibles conexiones
con otras estructuras del plano complejo.

La imagen muestra un patrén geométrico que representa
la distribucion de los primos gaussianos en el plano
complejo.

Fig. 2 Patrén visual de coronas circulares dispersas
de los primos gaussianos en el plano cartesiano.

7) Primos gaussianos como caso particular de los
nameros primos artificiales

Sea

Zli]={a+bilab €7}
y sea el conjunto de unidades gaussianas
U=1{1,-1,i,—i}.

Definimos el conjunto:

ScZ[i]\U.

En este conjunto, un elemento g € S es primo artificial si

y solo si es un primo gaussiano.
La primalidad gaussiana es una nocidn absoluta, definida en
todo Z[i], mientras que la primalidad artificial es relativa al
conjunto S. Ambos conceptos coinciden exactamente
cuando el conjunto S, ademas de excluir las unidades, es
cerrado bajo divisibilidad: si z € S , entonces todo divisor
no asociado de z también pertenece a S. Bajo esta
condicion, ningun elemento compuesto puede ser primo
artificial, ya que siempre posee un divisor propio dentro del
conjunto.

En consecuencia, si S € Z[i] no contiene a las unidades
{1,—1,i,—i}y preserva la estructura de divisibilidad del
anillo, el conjunto de primos artificiales coincide
exactamente con el conjunto de primos gaussianos. Si
alguna de estas condiciones no se cumple, pueden aparecer
primos artificiales que no son primos gaussianos, reflejando
el caracter contextual de la primalidad artificial.

8) Numeros algebraicos y primos algebraicos

Un namero algebraico es un nimero (real o complejo)
que es raiz de algin polinomio no nulo con coeficientes
enteros. Formalmente esto es: a es un ndmero algebraico si
existe un polinomio

Apx™ + ap_ x" 1+t ax + aq
cona; € Z,a, # 0,tal que

p(a) =0.(3)
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Ejemplos
e /2 esalgebraico, porque es raiz de x> — 2 = 0.
e i =+/—1esalgebraico, raizde x> + 1 = 0.
e Todo numero racional es algebraico (por ejemplo,
;esraizder—B =0.
Ejemplos de nimeros no algebraicos
e m,e son numeros trascendentes, es decir, no
algebraicos.
a) Enteros algebraicos
Antes de hablar de primos algebraicos, necesitamos este
concepto.
Un entero algebraico es un nimero algebraico que es raiz
de un polinomio monico (coeficiente lider igual a 1) con
coeficientes enteros.

Ejemplos
e /2 es un entero algebraico (raiz de x2 — 2 =
0).
1+V5

S €s entero algebraico (raiz de x?—x—
1=0).
e Todo entero usual (Z) es un entero algebraico.
b) Primos algebraicos
El concepto de primo algebraico aparece en el contexto
de los anillos de enteros algebraicos, como Z[/d] o,
mas generalmente, el anillo de enteros de un cuerpo
numérico.
Un primo algebraico es un elemento que:
e N0 es una unidad,
® N0 es Cero,
e y no puede factorizarse en el anillo salvo por
unidades y elementos asociados.
Es el analogo de un nimero primo, pero dentro de
un anillo  de enteros algebraicos.
Definicion (irreducible)
Un entero algebraico a es primo algebraico si:

a =By = B oy esunaunidad.
(En dominios de factorizacion tinica, “primo” e
“irreducible” coinciden).
Ejemplos de primos algebraicos
En Z[i] (enteros gaussianos)
e 14 iesprimo algebraico.
Los primos usuales pueden dejar de ser primos en anillos
algebraicos.
9) Primos artificiales en distintos conjuntos
v' Enteros (Z)
c S=17y
e Sin  unidades, cerrado  bajo
divisibilidad, primos artificiales =
primos clasicos.
v’ Enteros gaussianos (Z[i])
o S=Z[]\{£1, 4}
»  Dominio euclideano, primos
artificiales = primos

gaussianos.
v' Enteros algebraicos en un UFD
© S=0\UWK)

Coincidencia total entre primos artificiales e
irreducibles algebraicos.

La primalidad artificial coincide con todas las
nociones conocidas de primalidad exactamente
cuando el conjunto considerado reproduce
integramente la estructura de divisibilidad de la
teoria subyacente y excluye las unidades. En este
régimen, ver Fig. 3, la primalidad artificial no
genera “nuevos primos”, sino que unifica
conceptualmente los existentes.

Primalidad Artificial

Unidad de las nociones de primalidad

AlEE £

3+2i
&
— i

> 5

/ Elementos Irreducibles

QW-2) :
oad:i»

{ Primalidad unificada ]
Z...C...Qq)-..

Fig. 3 La primalidad artificial unifica todas las
formas de primalidad conocidas.

V. MAS ALLA DE LA
FLEXIBILIDAD: LA
PRIMALIDAD ARTIFICIAL
COMO PRINCIPIO RELACIONAL

Decir que la primalidad artificial es flexible es correcto,
pero insuficiente. Esta flexibilidad no es un defecto ni una
arbitrariedad: es la manifestacién de un principio méas
profundo.

La primalidad artificial revela que las propiedades
aritméticas no son absolutas, sino relativas al conjunto S
en el que se definen.

Cada conjunto es un “universo matematico” propio, con
leyes internas especificas.

e Ejemplo fundamental: conjunto de dos elementos
Sea
S={a,b}, a>b,abel".

La interaccion entre conjunto y primalidad produce tres

escenarios cualitativamente distintos, completamente
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determinados por el valor de gdc(a, b).
Caso I: gcd(a,b) = 1

e ay bson coprimos.

¢ Ningun elemento del conjunto divide al otro.

e Ambos elementos son primos artificiales en S.
Este caso coincide con la nocion clésica de primalidad
relativa, ampliamente estudiada en teoria de nimeros.
Casoll: 1 <gcd(a,b) < b

e a y b comparten un divisor comdn que no

pertenece a S.

e Desde la aritmética externa no son coprimos.

e Sin embargo, dentro de S ninguno divide al otro.

Ambos elementos siguen siendo primos artificiales,
aungue no sean coprimos clasicamente.

Este caso no tiene analogo directo en la teoria clasica de
los primos y muestra claramente el enfoque de la
primalidad artificial.
Caso Ill: gcd(a,b) = b

e b divide a.

o Existe divisibilidad interna en el conjunto.
En este caso solo b es primo artificial en S.
Este andlisis muestra que:

La primalidad artificial no es solo una generalizacion
técnica. Es una teoria relacional, donde las propiedades
numeéricas: dependen del conjunto, emergen de las
interacciones entre sus elementos, y pueden cambiar
radicalmente al cambiar el conjunto S.

Por eso, no se trata simplemente de que la primalidad
artificial sea flexible, sino de que: cada conjunto define su
propia aritmética interna, y la primalidad artificial es la
herramienta que permite estudiarla.

VI. PRIMALIDAD ARTIFICIAL
INDUCIDA POR UN DOMINIO DE
DIVISORES

Sea S un conjunto no vacio y D un dominio numérico
fijado que representa el conjunto de valores admisibles
para las divisiones entre los elementos de S. Paraq,d € S,

se considera valida la division % Unicamente si el cociente

pertenece al dominio D. Un elemento g € S se denomina
primo artificial relativo al par (S, D) si no existe d € S,
cond # g, tal que

% €D.

En este sentido, la primalidad artificial queda
determinada por la imposibilidad de expresar a g como
una division interna a S cuyo resultado permanezca dentro
del dominio divisorio D.

Cuando S es un subconjunto de los enteros positivos y D
coincide con el dominio entero, esta definicion reproduce
la nocidn clasica de primalidad: un entero es primo si no
puede dividirse por otro entero del conjunto sin abandonar
el dominio de los enteros. Sin embargo, al considerar
conjuntos no enteros, la estructura de la primalidad se
modifica sustancialmente segtin el dominio divisorio
adoptado.

Por ejemplo, para S = {0.5,0.8,1.3,2.1,3.4,5.5, ...}, la

eleccién de D como el dominio de los enteros, los
racionales o de un intervalos real definido, genera
configuraciones distintas de primalidad artificial. Un
mismo elemento puede admitir o no divisiones internas
validas dependiendo de si el cociente permanece dentro
del dominio divisorio considerado.

Esta formulacidn sitda al conjunto D como el elemento

estructural clave del sistema (S, D), desplazando el foco
de los divisores hacia los valores admisibles de las
divisiones. De este modo, la primalidad artificial se
interpreta como una propiedad emergente del dominio de
divisiones elegido, lo que permite explorar nuevas
estructuras de indivisibilidad en conjuntos numéricos
arbitrarios.

En particular
e En anillos: D=5 — recuperas divisibilidad
interna.
e En dominios algebraicos: D = 0,— primos
algebraicos.
e En modelos aplicados: D restringido — nuevos
criterios de indivisibilidad.

VII.  APLICACIONES DE LOS NUMEROS
PRIMOS ARTIFICIALES (NPA) EN
LA ENSENANZA DE
MATEMATICAS, COMPUTACION E
INGENIERIA

1. Implicaciones para la formacién STEM
Los nimeros primos artificiales constituyen un
modelo conceptual que encaja de manera natural
dentro de la educacion STEM/STEAM, ya que
trasladan una nocion clésica de la teoria de
nameros hacia un entorno dinamico, relacional y
dependiente del contexto. Esta transicion permite
que los estudiantes no solo trabajen con
propiedades numéricas, sino con estructuras
matematicas definidas por reglas internas
explicitas, lo cual es fundamental en la formacion
cientifica contemporénea.
En este sentido, sus implicaciones pueden
ampliarse de la siguiente manera:
e Integracién de disciplinas de forma

estructural:
Los NPA  permiten  conectar
matematicas discretas, 4&lgebra

abstracta, teoria de conjuntos Yy
programaciéon en un U(nico marco
operativo. Esto facilita que el
estudiante comprenda que los objetos
matematicos no existen de forma
aislada, sino que dependen de sistemas
de definicion. Ademas, el mismo
modelo puede implementarse en
lenguajes de programacion,
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visualizacién grafica y simulacién de
sistemas, reforzando la conexion entre
teoria y préctica.
e Desarrollo de pensamiento critico y
estructural:
El andlisis de primalidad artificial
obliga al estudiante a cuestionar qué
significa realmente  “ser primo”,
desplazando la atenci6on desde una
definicibn memoristica hacia una
construccién  logica  basada  en
relaciones de divisibilidad. Esto
fortalece  habilidades como la
identificacion de invariantes, la
construccién de contraejemplos y la
formulacion de hip6tesis matematicas
dentro de conjuntos arbitrarios.
e Fomento de la investigacion formativa
y exploracién matematica:
Los NPA constituyen un entorno ideal
para la generacién de proyectos de
investigacién en niveles
preuniversitarios y  universitarios
iniciales. Los estudiantes pueden
disefiar sus propios conjuntos S, definir
reglas de divisibilidad y estudiar como
cambian las estructuras resultantes.
Esto promueve el aprendizaje basado
en  descubrimiento, donde las
matematicas se convierten en un
proceso activo de exploracién.
e Visualizacién, experimentacion vy
modelado computacional:
La naturaleza discreta del concepto
permite su representacion mediante
grafos, matrices de divisibilidad vy
simulaciones dinamicas. Esto facilita la
comprension visual de estructuras
abstractas, permitiendo observar como
emergen  patrones  de  primos
artificiales, como se  eliminan
elementos en procesos tipo criba y
cémo varian las estructuras al
modificar el conjunto base.
Enfoque computacional de los NPA
Desde la computacién, los ndmeros primos
artificiales ofrecen un marco ideal para el
desarrollo del pensamiento algoritmico. A
diferencia de los primos clasicos, cuya busqueda se
realiza sobre un dominio fijo, los primos
artificiales requieren definir previamente el
conjunto S y establecer reglas explicitas de
pertenencia y divisibilidad. Este proceso permite
trabajar con:
e Disefio de algoritmos personalizados
(cribas artificiales).

e Analisis de complejidad en funcién del
conjunto de entrada.

e Programacion de estructura de datos para
representar  conjuntos definidos por
férmulas.

e Comparacion entre algoritmos clésicos y
algoritmos  adaptados a  dominios
restringidos.

En el &mbito educativo, esto resulta especialmente valioso
para la ensefianza de programacion, ya que el estudiante no
solo implementa un algoritmo, sino que reflexiona sobre
cémo la definicion matematica impacta directamente en la
I6gica computacional.

3.

Enfoque pedagégico de los ndmeros primos
artificiales

Desde el punto de vista educativo, los NPA
constituyen una herramienta didéctica con valor
conceptual. Su principal aporte radica en
transformar la primalidad en una nocidn relativa,
depende del conjunto y de las reglas internas de
divisibilidad, lo cual favorece una comprension
mas profunda de lo que significa definir un objeto
matematico. Entre sus aportes pedagégicos mas
relevantes se encuentran:

e La superacion de una visién dogmatica
de los nimeros primos como una lista
fija.

e EI fortalecimiento del pensamiento
légico mediante el andlisis de
condiciones necesarias y suficientes.

e Compresion del papel del conjunto de
referencia en la definicion de
propiedades matematicas.

e La transicion gradual desde la
aritmética escolar hacia el razonamiento
abstracto propio del algebra y la teoria
de conjuntos.

Aplicaciones en ingenieria y modelado

En ingenieria, los NPA pueden interpretarse
como elementos estructuralmente irreducibles
dentro de un sistema restringido. Esta
interpretacion resulta Gtil en contextos de
modelado, donde no todos los elementos del
universo matematico son admisibles.
Algunas aplicaciones conceptuales incluyen:

e Modelo de sistemas discretos con

restricciones internas:
Los NPA permiten representar sistemas
donde no todos los estados son
admisibles y donde las transiciones
estdn gobernadas por relaciones de
divisibilidad o dependencia estructural.
Esto es (til en sistemas digitales, redes
discretas y procesos de control.
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e Andlisis de componentes fundamentales
dentro de redes:
En redes complejas, los primos
artificiales pueden interpretarse como
nodos fundamentales que no pueden
descomponerse en términos de otros
nodos dentro del sistema. Esto es
andlogo a identificar  “unidades
estructurales minimas” en redes de
comunicacion o transporte.

e Codificacién estructural basada en
subconjuntos restringidos:
Los NPA permiten disefiar esquemas de
codificacion donde los elementos
vélidos dependen de reglas internas del
sistema. Esto puede ser (til en
criptografia conceptual, disefio de
codigos y sistemas de verificacion.

e Estudio de robustez y dependencia
interna en sistemas modulares:
El analisis de qué elementos son
irreducibles dentro de wun sistema
permite  estudiar su  estabilidad
estructural.  Sistemas con  alta
dependencia de elementos no primos
artificiales pueden ser méas vulnerables
a fallos estructurales.

VIII. JUSTIFICACION

Bajo elecciones adecuadas de S, la primalidad artificial
contiene y unifica todas las nociones conocidas de primos.
Los nameros primos enteros, los primos gaussianos, los
primos algebraicos y los elementos irreducibles aparecen
como casos particulares cuando S excluye las unidades y es
cerrado bajo divisibilidad. En estas condiciones, no surgen
primos artificiales “nuevos”, y ambos conceptos coinciden
exactamente. La principal fortaleza de la primalidad
artificial es su flexibilidad conceptual. Permite estudiar
nociones de primalidad en cualquier conjunto numérico
enteros, complejos, ndmeros algebraicos o estructuras mas
exoticas— incluso en contextos donde no existe
factorizacion Unica. De este modo, la primalidad artificial
acta como un marco unificador que explica todas las
formas de primalidad conocidas como manifestaciones de
un mismo principio dependiente del conjunto.

Aunque su fin no es sustituirla, los ndmeros primos
artificiales amplian la nocion clasica de primalidad y la
convierten en una herramienta de andlisis estructural. Sus
aplicaciones matematicas incluyen el estudio de conjuntos
restringidos, la generalizacion de conjeturas y la exploracion
de dominios alternativos. Desde el punto de vista
pedagégico, favorecen la compresion profunda de las
definiciones, el desarrollo del pensamiento abstracto y la
formacion investigativa.

El enfoque en computacion e ingenieria permite ilustrar la
aplicabilidad practica de los NPA, mostrando cémo

conceptos tedricos pueden transformarse en algoritmos,
modelos y sistemas estructurales. En la educacion STEM,
los NPA constituyen un recurso interdisciplinario que
potencia el aprendizaje, fomenta la investigacion formativa
y prepara a los estudiantes para abordar problemas
complejos de manera critica y analitica.

IX. CONCLUSION

La nocién de nimeros primos artificiales permite
reinterpretar la primalidad como una propiedad estructural
dependiente del conjunto en el que se define la relacion de
divisibilidad.

En este trabajo se ha mostrado que esta perspectiva
unifica, bajo un mismo marco conceptual, diversas nociones
de primalidad presentes en estructuras como los enteros, los
enteros gaussianos y los anillos de enteros algebraicos.

El enfoque propuesto no sustituye la teoria clasica de los
ndmeros primos, sino que la extiende al analisis de
subconjuntos con estructuras de divisibilidad restringidas,
donde la nocioén de irreducibilidad adquiere un caracter
relativo.

Asimismo, se evidencian posibles aplicaciones en
contextos computacionales, educativos y de modelado, lo
que abre lineas futuras de investigacion en estructuras
algebraicas discretas.
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