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Abstract-The Seifert–van Kampen theorem is a fundamental tool in algebraic topology that allows calculating the fundamental group of
a topological space by decomposing it into simpler subspaces. In this article, we explore the mathematical principles of the theorem, its formal
formulation, and its relevance to engineering problems. Applications in the modeling of complex structures, analysis of mechanical systems
and electrical circuits are presented, highlighting the usefulness of the theorem to address connectivity and stability problems. The article seeks
to promote the use of topological tools in modern engineering contexts.
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Resumen-El teorema de Seifert–van Kampen es una herramienta
fundamental en la topologı́a algebraica que permite calcular el grupo
fundamental de un espacio topológico mediante su descomposición en
subespacios más simples. En este artı́culo, exploramos los principios
matemáticos del teorema, su formulación formal y su relevancia en
problemas de ingenierı́a. Se presentan aplicaciones en la modelación
de estructuras complejas, análisis de sistemas mecánicos y circuitos
eléctricos, destacando la utilidad del teorema para abordar problemas
de conectividad y estabilidad. El artı́culo busca promover el uso de
herramientas topológicas en contextos de ingenierı́a moderna.

Palabras clave: Teorema de Seifert-van Kampen, topologı́a alge-
braica, grupo fundamental, redes eléctricas, conexiones estructurales

I. INTRODUCCIÓN

La topologı́a algebraica es una rama de las matemáticas que
estudia propiedades cualitativas de los espacios a través de herra-
mientas algebraicas. Dentro de este campo, el grupo fundamen-
tal es un concepto clave para caracterizar la conectividad de un
espacio topológico. El teorema de Seifert–van Kampen permite
calcular este grupo fundamental dividiendo un espacio complejo
en regiones más simples, ofreciendo una técnica poderosa pa-
ra el estudio de estructuras que surgen en ciencias e ingenierı́a
[1, 2, 3, 4, 10].

En ingenierı́a, los principios de conectividad y comporta-
miento global de sistemas complejos son esenciales en diseños
estructurales, análisis de redes y modelado de sistemas mecáni-
cos [5, 6, 7, 8, 9, 11]. Este artı́culo explora el teorema de Sei-
fert–van Kampen y su aplicación en dichos contextos.

II. PROBLEMÁTICA

En el estudio de sistemas complejos, como estructuras inge-
nieriles, redes de transporte, o sistemas eléctricos, se presenta un
reto fundamental: cómo analizar la conectividad global de un sis-
tema basado en la información de sus componentes individuales.
Por ejemplo:

• En diseño estructural, es crucial garantizar la estabilidad
global a partir de las conexiones entre elementos.

• En redes eléctricas, se requiere garantizar que todas las

partes del sistema estén interconectadas para un funciona-
miento eficiente [9].

• En el análisis de sistemas mecánicos o de comunicación,
comprender la conectividad y el comportamiento global
puede ser computacionalmente costoso sin una metodo-
logı́a sistemática.

El teorema de Seifert–van Kampen proporciona una solución
elegante para abordar estos problemas al permitir calcular pro-
piedades globales (como la conectividad) de un sistema comple-
jo a partir de sus partes más simples [8].

III. OBJETIVOS

A. Objetivo General

Explorar y demostrar el teorema de Seifert–van Kampen,
destacando su utilidad en el cálculo del grupo fundamental y sus
aplicaciones en problemas de ingenierı́a.

B. Objetivos Especı́ficos

1. Presentar una demostración rigurosa y detallada del teore-
ma de Seifert–van Kampen.

2. Analizar la relación entre la topologı́a algebraica y su apli-
cación en sistemas ingenieriles.

3. Proporcionar ejemplos prácticos que ilustren la aplicación
del teorema en problemas como diseño estructural, circui-
tos eléctricos y redes de transporte.

IV. MATERIALES Y MÉTODOS

El teorema de Seifert-van Kampen es una herramienta fun-
damental en topologı́a algebraica que permite determinar el gru-
po fundamental de un espacio topológico complejo a partir de
la información de sus subespacios más simples. Este teorema es
especialmente útil en el análisis de sistemas complejos en inge-
nierı́a, ya que facilita la comprensión de la conectividad global
basándose en las propiedades de sus componentes individuales
[1, 2, 3].
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V. MARCO TEÓRICO

Teorema V.1. Sea f un camino en X y sean a0, . . . , an núme-
ros tales que 0 = a0 < a1 < · · · < an = 1. Sea fi : I → X
el camino igual a la aplicación lineal positiva de I en [ai−1, ai]
compuesta con f . Entonces

[f ] = [f1] ∗ · · · ∗ [fn].

A. El grupo fundamental de Sn

La esfera, el toro y el doble toro son superficies topológica-
mente distintas. Comenzamos con la esfera; vamos a demostrar
que Sn es simplemente conexa, para n ≥ 2. El resultado clave
que necesitamos queda establecido en el siguiente teorema.

Teorema V.2. Supongamos que X = U ∪ V , donde U y V son
conjuntos abiertos de X . Supongamos que U ∩ V es conexo por
caminos y que x0 ∈ U ∩V . Sean i y j las aplicaciones inclusión
de U y V , respectivamente, en X . Entonces las imágenes de los
homomorfismos inducidos

i∗ : π1(U, x0) → π1(X,x0) y j∗ : π1(V, x0) → π1(X,x0)

generan π1(X,x0).

Demostración. Este teorema establece que, dado un lazo f en
X basado en x0, éste es homotópico por caminos a un producto
de la forma (g1 ∗ (g2 ∗ (· · · ∗ gn))), donde cada gi es un lazo en
X basado en x0 enteramente contenido en U o en V .

Paso 1. Probamos que existe una subdivisión a0 < a1 <
· · · an del intervalo unidad tal que f(ai) ∈ U ∩V y f([ai−1, ai])
está contenido en U o V , para cada i, el conjunto f([bi−1, bi])
esté contenido en U o V (utilizando el teorema del número de
Lebesgue). Si f(bi) pertenece a U ∩ V , para cada i, habremos
terminado. Si no es ası́, sea i un ı́ndice tal que f(bi) /∈ U ∩ V .
Cada uno de los conjuntos f([bi−1, bi]) y f([bi, bi+1]) está con-
tenido en U o en V . Si f(bi) ∈ U , entonces ambos conjuntos
deben estar en U ; si f(bi) ∈ V , ambos conjuntos deben estar en
V . En cualquier caso, podemos suprimir bi, obteniendo una nue-
va subdivisión c0, . . . , cm−1 que sigue satisfaciendo la condición
de que f([ci−1, ci]) esté contenido en U o en V , para cada i.

Un número finito de repeticiones de este proceso nos permite
conseguir la subdivisión deseada.

Paso 2. Probemos el teorema. Dado f , sea a0, . . . , an la sub-
división construida en el Paso 1. Definamos fi como el camino
en X igual a la aplicación lineal positiva de [0, 1] en [ai−1, ai]
compuesta con f . Entonces fi es un camino que está contenido
en U o en V , y por el Teorema V.1,

[f ] = [f1] ∗ [f2] ∗ · · · ∗ [fn].

Para cada i, elijamos un camino αi en U ∩V de x0 a f(ai) (aquı́
utilizamos el hecho de que U ∩V es conexo por caminos). Dado
que f(a0) = f(an) = x0, podemos escoger que α0 y αn sean
ambos el constante en x0 (Véase la Figura 1).

Ponemos ahora

gi = (αi−1 ∗ fi) ∗ αi

para cada i. Entonces gi es un lazo en X basado en x0 cuya ima-
gen está contenida en U o en V . Mediante un cálculo directo se
comprueba que

[g1] ∗ [g2] ∗ · · · ∗ [gn] = [f1] ∗ [f2] ∗ · · · ∗ [fn]

Figura 1: Descripción gráfica

■

Corolario V.3. Supongamos que X = U ∪ V , donde U y V son
conjuntos abiertos de X y que U ∩ V es conexo por caminos
y no vacı́o. Si U y V son simplemente conexos entonces X es
simplemente conexo.

Teorema V.4. Si n ≥ 2, la n-esfera Sn es simplemente conexa.

Demostración. Sean p = (0, 0, . . . , 1) ∈ Rn+1 y q =
(0, 0, . . . ,−1) el “polo norte” y el “polo sur” de Sn, respecti-
vamente.

Paso 1. Probemos que, para n ≥ 1, la esfera agujereada
Sn − p es homeomorfa a Rn.

Definamos f : (Sn − p) → Rn por la ecuación

f(x) = f(x1, . . . , xn+1) =
⊮

1− xn+1
(x1, . . . , xn).

La aplicación f se denomina proyección estereográfica. (Si co-
gemos la recta en Rn+1 que pasa por el polo norte p y el
punto x de Sn − p, entonces esta recta interseca al n-plano
Rn × 0 ⊂ Rn+1 en el punto f(x) × 0. Se comprueba que f es
un homeomorfismo viendo que la aplicación g : Rn → (Sn− p)
dada por

g(y) = g(y1, . . . , yn) = (t(y) · y1, . . . , t(y))

donde t(t) = 2/(1 + ∥y∥2), es la inversa por la derecha y por la
izquierda de f .

Observemos que la aplicación reflexión (x1, . . . , xn+1) →
(x1, . . . , xn,−xn+1) define un homeomorfismo entre Sn − p y
Sn−q, de manera que el último espacio también es homeomorfo
a Rn.

Paso 2. Probemos el teorema. Sean U y V los conjuntos
abiertos U = Sn − p y V = Sn − q de Sn.

Observemos primero que, para n ≥ 1, la esfera Sn es conexa
por caminos. Esto se deduce del hecho de que U y V son cone-
xos por caminos (al ser homeomorfos a Rn) y tienen en común
el punto (1, 0, . . . , 0) de Sn.
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Probemos ahora que, para n ≥ 2, la esfera Sn es simple-
mente conexa. Los espacios U y V son simplemente conexos, al
ser homeomorfos a Rn. su intersección es igual a Sn − p − q,
que es homeomorfo bajo la proyección estereográfica a Rn − 0.
El último espacio es conexo por caminos, ya que todo punto de
Rn − 0 puede unirse con un punto de Sn−1 por un segmento de
recta y Sn−1 es conexo por caminos si n ≥ 2. Entonces se aplica
el corolario anterior, y ası́ la n-esfera Sn es simplemente conexa.
■

Veamos ahora la versión de la demostración del Teorema de
Seifert Van Kampen dada en [3].

B. El teorema de Seifert-van Kampen

Determinaremos el grupo fundamental de un espacio X que
puede escribirse como la unión de dos subconjuntos abiertos U
y V que tienen intersección conexa por caminos. Se ha proba-
do que si x0 ∈ U ∩ V , las imágenes de los grupos π1(U, x0) y
π1(V, x0) en π1(X,x0), bajo los homomorfismos inducidos por
la inclusión, generan el último grupo. En esta sección probare-
mos que π1(X;x0) está, de hecho, completamente determinado
por estos dos subgrupos, el grupo π1(U ∩V, x0) y los homomor-
fismos entre estos subgrupos inducidos por la inclusión. Éste es
un resultado básico acerca de grupos fundamentales. Nos permi-
tirá calcular los grupos fundamentales de numerosos espacios,
incluyendo las variedades compactas de dimensión dos.

Teorema V.5 (Teorema de Seifert-van Kampen). Sea X =
U ∪ V , donde U y V son abiertos en X; supongamos que U , V
y U ∩ V son conexos por caminos; sea x0 ∈ U ∩ V . Sea H un
grupo y sean

ϕ1 : π1(U, x0) → H y ϕ2 : π1(V, x0) → H

homomorfismos. Sean i1, i2, j1, j2 los homomorfismos indicados
en el siguiente diagrama, cada uno de ellos inducido por la in-
clusión.

Figura 2: Diagrama

Si ϕ1 ◦ i1 = ϕ2 ◦ i2, entonces existe un único homomorfismo
Φ : π1(X,x0) → H tal que Φ ◦ j1 = ϕ1 y Φ ◦ j2 = ϕ2.

Este teorema afirma que si ϕ1 y ϕ2 son homomorfismos ar-
bitrarios que son “compatibles sobre U ∩ V ”, entonces inducen
un homomorfismo de π1(X,x0) en H .

Demostración. La unicidad es fácil. El Teorema V.2 afirma que
π1(X,x0) está generado por las imágenes de j1 y j2. El valor de
Φ sobre el generador j1(g1) debe ser igual a ϕ1(g1), y su valor
sobre j2(g2) debe coincidir con ϕ2(g2). Entonces Φ está com-
pletamente determinado por ϕ1 y ϕ2. La demostración de que Φ
existe es un caso aparte.

Por comodidad introduciremos la siguiente notación: dado
un camino f en X , escribiremos [f ] para denotar su clase de
homotopı́a de caminos en X . Si f está en U , entonces [f ]U de-
notará su clase de homotopı́a de caminos en U . Las notaciones
[f ]V y [f ]U∩V se definen de modo similar.

Paso 1. Comenzamos definiendo una aplicación ρ que asigna
a cada lazo f basado en x0, contenido en U o en V , un elemento
de H . Definimos

ρ(f) = ϕ1([f ]U ) si f está en U,

ρ(f) = ϕ2([f ]V ) si f está en V.

Entonces ρ está bien definida, ya que si f está en la intersección
de U y V , entonces

ϕ1([f ]U ) = ϕ1i1([f ]U∩V ) y ϕ2([f ]V ) = ϕ2i2([f ]U∩V ),

y estos dos elementos de H son iguales por hipótesis. La aplica-
ción ρ satisface las siguientes condiciones:

(1) Si [f ]U = [g]U , o si [f ]V = [g]V , entonces ρ(f) = ρ(g).

(2) Si f y g están en U , o si ambas están en V , entonces
ρ(f ∗ g) = ρ(f) · · · ρ(g).

La primera afirmación se satisface por definición, y la segun-
da porque tanto ϕ1 como ϕ2 son homomorfismos.

Paso 2. Ahora vamos a extender ρ a una aplicación σ que
asigna a cada camino f contenido en U o en V , un elemento de
H , tal que la aplicación σ satisface la condición (1) del Paso 1,
y satisface la condición (2) cuando f ∗ g está definido.

Para comenzar elegimos, para cada x ∈ X , un camino αx

desde x0 hasta x como sigue: si x = x0, sea αx el camino cons-
tante en x0. Si x ∈ U ∩ V , sea αx un camino en U o en V ,
respectivamente.

Entonces para cualquier camino f en U o en V , definimos
un lazo L(f) en U o en V , respectivamente, basado en x0 por la
ecuación

L(f) = αx ∗ (f ∗ αy)

donde x es el punto inicial de f e y es el punto final de f (véase
figura 3. Finalmente, definimos

σ(f) = ρ(L(f)).

Probemos que σ es una extensión de ρ. Si f es un lazo basado en
x0 que está en U o en V , entonces

L(f) = ex0
∗ (f ∗ ex0

)

ya que αx0 es el camino constante en x0. Entonces L(f) es ho-
motópica por caminos a f en U o en V , de modo que ρ(L(f)) =
ρ(f) por la condición (1) para ρ. Por tanto, σ(f) = ρ(f).
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Figura 3: Descripción gráfica

Para comprobar la condición (1), sean f y g caminos ho-
motópicos en U o en V . Entonces los lazos L(f) y L(g) son
también homotópicos por caminos en U o en V , de modo que la
condición (1) para ρ se aplica. Para comprobar (2), sean f y g
caminos arbitrarios en U o en V tales que f(1) = g(0). Tenemos

L(f) ∗ L(g) = (αx ∗ (f ∗ αy)) ∗ (αy ∗ (g ∗ αz))

para puntos adecuados x, y, z; este lazo es homotópico por ca-
minos en U o en V a L(f ∗ g), por lo que

ρ(L(f ∗ g)) = ρ(L(f) ∗ L(g)) = ρ(L(f)) · ρ(L(g))

por las condiciones (1) y (2) para ρ. Por tanto, σ(f ∗ g) =
σ(f) · σ(g).

Paso 3. Finalmente, extendemos la aplicación σ a una apli-
cación τ que lleva un camino arbitrario f a un elemento de H .
Dicha aplicación satisfará las siguientes condiciones:

(1) Si [f ] = [g] entonces τ(f) = τ(g).

(2) τ(f ∗ g) = τ(f) · τ(g), si f ∗ g está definido.

Dado f , escogemos una partición s0 < · · · < sn de [0, 1] tal
que f aplica cada uno de los subintervalos [si−1, si] en U o en
V . Denotemos por fi la aplicación lineal positiva del intervalo
[0, 1] en el intervalo [si−1, si] compuesta con f . Entonces fi es
un camino en U o en V , y

[f ] = [f1] ∗ · · · ∗ [fn].

Si τ debe ser una extensión de σ satisfaciendo (1) y (2), debe
verificarse

τ(f) = σ(f1) · σ(f2) · · ·σ(fn). (1)

De modo que utilizaremos esta ecuación como definición de τ .
Probaremos que esta definición es independiente es indepen-

diente de la elección del subintervalo. Será suficiente probar que
el valor de τ(f) permanece invariable si añadimos un único pun-
to p a la participación. Sea i el ı́ndice tal que si−1 < p < si. Si
calculamos τ(f) utilizando esta nueva partición, el único cambio

en la fórmula (1) es que el factor σ(fi) desaparece y es reempla-
zado por el producto σ(f ′

i) · σ(f ′′
i ), donde f ′

i y f ′′
i son las apli-

caciones lineales positivas de [0, 1] en [si−1, p] y [p, si], respecti-
vamente, compuestas con f . Pero fi es homotópica por caminos
a f ′

i ∗ f ′′
i en U o en V , de modo que σ(fi) = σ(f ′

i) · σ(f ′′
i ), por

las condiciones (1) y (2) para σ. Por tanto, τ está bien definida.
Se deduce que τ es una extensión σ. En efecto, si f está en U

o en V , podemos utilizar la partición trivial de [0, 1] para definir
τ(f); entonces τ(f) = σ(f) por definición.

Paso 4. Probemos la condición (1) para la aplicación τ . Esta
parte de la demostración requiere tomar precauciones.

En primer lugar verificaremos esta condición en un caso es-
pecial. Sean f y g caminos en X desde x hasta y, y sea F una
homotopı́a de caminos entre ellos. Supongamos la hipótesis adi-
cional que existe una participación s0 < . . . < sn de [0, 1] tal
que F aplica cada rectángulo Ri = [si−1, si]× I dentro de U o
de V . Probaremos en este caso que τ(f) = τ(g).

Dado i, consideremos la aplicación lineal positiva de [0, 1]
en [si−1, si] compuesta con f o con g y denominemos a estos
dos caminos fi y gi, respectivamente. La restricción de F a ca-
da rectángulo Ri nos proporciona una homotopı́a entre fi y gi
que toma valores en U o en V pero que no es una homotopı́a
de caminos, ya que los extremos de los caminos pueden cam-
biar durante la homotopı́a. Consideremos los caminos trazados
por los extremos durante la homotopı́a. Definimos βi como el
camino βi(t) = F (xi, t). Entonces βi es un camino en X desde
f(si) hasta g(si). Los caminos βi(t) = F (si, t). Entonces βi es
un camino en X desde f(si) hasta g(si). Los caminos β0 y βn

son los caminos constantes en x e y, respectivamente (véase la
Figura 4). Probaremos que, para cada i,

fi ∗ βi ≃p βi−1 ∗ gi

con la homotopı́a de caminos tomando valores en U o en V .

Figura 4: Descripción gráfica

En el rectángulo Ri, consideremos el camino que recorre los
lados inferior y derecho de Ri, desde si−1 × 0 hasta si × 0 y
hasta si × 1; si componemos este camino con la aplicación F
obtenemos el camino fi ∗ βi. Análogamente, si consideramos
el camino que recorre los lados izquierdo y superior de Ri y lo
componemos con F obtenemos el camino βi−1 ∗ gi. Como Ri

es convexo, existe una homotopı́a de caminos en Ri entre estos
dos caminos; si componemos con F obtenemos una homotopı́a
de caminos entre fi ∗ βi y βi−1 ∗ gi que tiene lugar en U o en V ,
como deseábamos.
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Se deduce de las condiciones (1) y (2) que

σ(fi) · σ(βi) = σ(βi−1) · σ(gi)

de modo que

σ(fi) = σ(βi−1) · · ·σ(gi) · σ(βi)
−1. (2)

De manera similar se deduce que puesto que β0 y βn son cami-
nos constantes, σ(β0) = σ(βn) = 1. De la igualdad β0∗β0 = β0

se deduce σ(β0) · σ(β0) = σ(β0).
Ahora calculamos τ del siguiente modo:

τ(f) = σ(f1) · σ(f2) · · ·σ(fn).

Sustituyendo (2) en esta ecuación y simplificando, obtenemos la
ecuación

τ(f) = σ(f1) · σ(g1) · σ(β2) · · ·σ(gn) = τ(g).

Por tanto hemos probado la condición (1) en un caso especial.
Ahora probaremos la condición (1) en el caso general. Dados

f y g y una homotopı́a de caminos F entre ellos, consideremos
subdivisiones s0, . . . , sn y t0, . . . , tm de [0, 1] tales que F apli-
ca cada rectángulo [si−1, si] × [tj−1, tj ] en U o en V . Sea fj el
camino fj(s) = F (s, tj); entonces f0 = f y fm = g. La pareja
de caminos fj−1 y fj satisfacen las condiciones de nuestro caso
especial, de modo que τ(fj−1) = τ(fj) para todo j. Se deduce
entonces que τ(f) = τ(g), como deseábamos.

Paso 5. Ahora probaremos la condición (2) para la aplica-
ción τ . Dado un camin f ∗ g en X , escojamos una subdivisión
s0 < . . . < sn de [0, 1] que contenga al punto 1/2 como un punto
de subdivisión, tal que f ∗ g aplica cada subintervalo en U o en
V . Sea k el ı́ndice tal que sk = 1/2.

Para i = 1, . . . , k, la aplicación lineal positiva de [0, 1] en
[si−1, si] compuesta con la aplicación f ∗ g coincide con la apli-
cación por fi. De manera análoga, para i = k + 1, . . . , n, la
aplicación lineal positiva de [0, 1] en [si−1, si], compuesta tam-
bién con f ∗ g coincide con la aplicación por gi−k. Usando la
subdivisión s0, . . . , sn para el dominio f ∗ g obtenemos

τ(f ∗ g) = σ(f1) · · ·σ(gk) · σ(g1) · · ·σ(gn−k).

Usando la subdivisión 2s0 , . . . , 2sk para el camino f tenemos

τ(f) = σ(f1) · · ·σ(fk).

Y utilizando la subdivisión 2sk − 1, . . . , 2sn − 1 para el camino
g tenemos

τ(g) = σ(g1) · · ·σ(gn−k).

Por lo tanto, la condición (2) se satisface trivialmente.
Paso 6. El teorema se obtiene ahora aplicando los pasos an-

teriores. Para cada lazo f en X basado en x0, definimos

Φ([f ]) = τ(f).

Las condiciones (1) y (2) prueban que Φ es un homomorfismo
bien definido.

Probemos que Φ ◦ j1 = ϕ1. Si f es un lazo en U , entonces

Φ(j1([f ]U )) = Φ([f ])

= τ(f)

= ρ(f) = ϕ1([f ]U )

como deseábamos. De forma similar se demuestra Φ ◦ j2 = ϕ2.
■

Ejemplo: Grupo fundamental del toro T 2.
El toro T 2 puede representarse como el producto cartsiano de

dos cı́rculos S1 × S1, o como un espacio formado al identificar
los lados opuestos de un rectángulo [4].

C. Descomposición del espacio

Dividimos el toro T 2 en dos subespacios abiertos U y V .

• U : Una vecindad tubular alrededor de un meridiano del
toro (una banda horizontal que envuelve el toro).

• V : Una vecindad tubular alrededor de un paralelo del toro
(una banda vertical que envuelve el toro).

• U ∩V : Una vecindad tubular alrededor del punto donde el
meridiano y el paralelo se cruzan. Esto es homeomorfo a
un disco (contractil).

D. Grupos fundamentales de las partes

• π1(U): U es homotópico a un cı́rculo (S1), ası́ que
π1(U) ∼= Z.

• π1(V ): V es homotópico a un cı́rculo (S1), ası́ que
π1(V ) ∼= Z.

• π1(U ∩ V ): U ∩ V es homotópico a un cı́rculo (D2), ası́
que π1(U ∩ V ) ∼= 0 (es trivial).

E. Uso del teorema

El Teorema de Seifert-van Kampen dice que:

π1(T
2) ∼= π1(U) ∗π1(U∩V ) π1(V ).

Dado que π1(U ∩ V ) es trivial, el producto amalgamado se re-
duce al producto libre de los grupos fundamentales de U y V :

π1(T
2) ∼= π1(U) ∗ π1(V ).

Cada π1(U) y π1(V ) es isomorfo a Z, generado respectivamente
por a (la clase del meridiano) y b (la clase del paralelo). Ası́, el
grupo fundamental del toro es:

π1(T
2) ∼= Z× Z.

Esto significa que el toro tiene un grupo fundamental abeliano
generado por dos elementos a y b, donde ab = ba.
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Figura 5: Descomposición del toro para aplicar el Teorema de
Seifert-van Kampen

• El rectángulo representa al toro antes de identificar los la-
dos opuestos.

• Las flechas horizontales (azules) y verticales (verdes) in-
dican las identificaciones de los lados que generan el toro.

• Las regiones U (rojo), V (morado), y U ∩ V (naranja) son
las parte en las que se descompone.

VI. RESULTADOS

A. Aplicaciones en la Ingenierı́a del Teorema de Seifert-van Kampen

El Teorema de Seifert-van Kampen, aunque es una herra-
mienta teórica de la topologı́a algebraica, tiene aplicaciones indi-
rectas en diversas áreas de la ingenierı́a. Estas aplicaciones sur-
gen principalmente en la modelización matemática y el análisis
de sistemas complejos que involucran estructuras topológicas.
Algunas de estas aplicaciones incluyen:

A.1. Análisis de Redes y Sistemas Eléctricos

• En ingenierı́a eléctrica, los sistemas de redes comple-
jas, como redes de distribución de energı́a o circuitos
electrónicos, pueden modelarse como espacios topológi-
cos. El teorema ayuda a descompones estas redes en com-
ponentes más simples para analizar la conectividad de los
sistemas y asegurar la continuidad de las corrientes o po-
tenciales eléctricos [9].

• Aplicaciones especı́ficas incluyen:

• Modelización de redes de microgrids mediante gra-
fos topológicos.

• Verificación de conectividad en sistemas eléctricos
de transmisión.

Figura 6: Representación de una red eléctrica descompuesta en
subredes para aplicar el análisis de conectividad

• Red completa (azul claro): Representa la red eléctrica ge-
neral, donde los nodos son estaciones o componentes y las
aristas son conexiones.

• Subred 1(rojo, U ): Una sección de la red que puede ana-
lizarse de manera independiente.

• Subred 2(verde, V ): Otra sección de la red.

Esta descomposición permite verificar la conectividad global de
la red usando el Teorema de Seifert-van Kampen. asegurando
que las subredes se conectan correctamente para formar una red
funcional.

Descomposición de la red:
La red completa G se divide en dos subredes:

• U : Representada por los nodos {A,B,E} (rojo).

• V : Representada por los nodos {C,D, F} (verde).

• La intersección U ∩V : En este caso, no hay nodos ni aris-
tas comunes entre U y V , por lo que U ∩ V = ∅.

Grupos fundamentales de U , V y U ∩ V :

• Subred U :

U es un grafo que forma un triángulo (circuito cerrado en-
tre los nodos A, B y E). Su grupo fundamental es:

π1(U) ∼= Z.

• Subred V :

V también es un grafo conexo que forma una lı́nea abierta
(nodos C, D y F ). Dado que no tiene ciclos, su grupos
fundamental es trivial:

π1(V ) ∼= 0.

• Intersección U ∩ V :

En este caso, no hay intersección (U ∩ V = ∅), por lo que
el grupo fundamental de la intersección es trivial:

π1(U ∩ V ) ∼= 0.
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El teorema establece que el grupo fundamental de la red com-
pleta G es el producto amalgamado de los grupos fundamentales
de U y V sobre su intersección U ∩ V :

π1G ∼= π1(U) ∗π1(U∩V ) π1(V ).

En este caso como π1(U ∩V ) ∼= 0, el producto amalgamado
se reduce a un producto libre de los grupos fundamentales de U
y V .

π1(G) ∼= π1(U) ∗ π1(V ).

Sustituyendo los valores:

π1(G) ∼= Z ∗ 0 ∼= Z.

Esto implica que el grupo fundamental de la red completa G está
denominado por el ciclo en la subred U .

Interpretación práctica en la red eléctrica:
El análisis indica que la conectividad global de la red depen-

de exclusivamente del ciclo presente en la subred U . Esto signi-
fica que si ese ciclo se interrumpe, la red pierde su conectividad.

Este resultado puede utilizarse para identificar puntos crı́ticos
en el diseño de la red y garantizar la redundancia en los ciclos.

Figura 7: Red de transporte, dividida en dos regiones U y V .

En la figura 7 la conectividad se puede analizar a partir de las
conexiones locales en cada región y su interacción, como ilustra
el teorema de Seifert-van Kampen.

B. Diseño estructural

En ingenierı́a civil, garantizar la estabilidad global de una
estructura es esencial. El teorema de Seifert-van Kampen permi-
te analizar cómo las conexiones entre diferentes elementos es-
tructurales contribuyen a la integridad total de la construcción.
Al descomponer una estructura en componentes más simples, se
puede estudiar su comportamiento individual y luego inferir las
propiedades del conjunto.

Una aplicación directa del teorema de Seifert-van Kampen en
el diseño estructural consiste en analizar la estabilidad global de
una estructura compleja, como un puente o un edificio, descom-
poniéndola en componentes más simples, como vigas, columnas
o placas.

Ejemplo: Análisis de un puente en ingenierı́a civil.
Problema: Un puente está compuesto de múltiples elementos

estructurales (por ejemplo vigas y cables). El objetivo es garanti-
zar la estabilidad global y la resistencia ante cargas, como el peso
de vehı́culos y fuerzas ambientales (viento, sismos, etc) [7].

Descomposición del sistema: Aplicando el principio del teo-
rema de Seifert-van Kampen:

• El puente se divide en componentes más simples (vigas
individuales, secciones de cables, juntas)

• Cada componente se analiza individualmente en términos
de sus propiedades estructurales, como rigidez, resistencia
y conectividad.

Aplicación del teorema: El teorema de Seifert-van Kampen
ayuda a:

• Establecer la conectividad global: Analiza cómo están
conectadas las vigas y cables para determinar si el puente
forma una estructura conectada y estable.

• Calcular propiedades globales: A partir de los grupos
fundamentales de los componentes, se pueden calcular
propiedades estructurales como la resistencia a cargas dis-
tribuidas y la estabilidad ante vibraciones.

Conclusión: La conecttividad global y las propiedades
mecánicas del puente pueden reducirse a partir de la unión cohe-
rente de sus componentes, lo que garantiza que el diseño cumpla
con los estándares de seguridad y funcionalidad.

Figura 8: Puente colgante donde se destacan los componentes es-
tructurales principales como las torres, los cables de suspensión
y el tablero. Los elementos están conectados para reflejar cómo
se garantiza la estabilidad global a partir de las conexiones indi-
viduales.

Ejemplo: Aplicación a una red compleja de un edificio [8].
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Figura 9: Red compleja de un edificio, de una estructura de ofici-
nas, con interconexiones entre distintos componentes o sistemas,
tales como oficinas, servidores y dispositivos de red.

Análisis de redes de comunicación: Cada nodo de la red (ser-
vidores, routers, dispositivos, etc.) puede considerarse un subes-
pacio dentro de un sistema global de conectividad.

Sistemas de intraestructura eléctrica: Los puntos de distri-
bución eléctrica en el edificio (tableros principales, subtableros
y dispositivos finales) pueden modelarse como subespacios.

Diseño de estructuras de emergencia: Los caminos de eva-
cuación, sistemas de alarma y sensores son cruciales para la se-
guridad del edificio.

Optimización de infraestructura fı́sica: El edificio en sı́ pue-
de descomponerse en secciones (por ejemplo, un ala o un piso).

El teorema permite evaluar si todo el sistema está conectado
adecuadamente analizando los grupos fundamentales de las su-
bredes. Esto asegura que todos los nodos estén comunicados y
que no existan áreas desconectadas.

Mediante el análisis de conectividad, se puede verificar que
todos los sensores y alarmas estén interconectados para actuar de
manera conjunta en situaciones de emergencia.

Ayuda a garantizar que cada área del edificio tenga suminis-
tro eléctrico continuo a partir de la conectividad global de los
sistemas eléctricos.

Ayuda a evaluar si las conexiones estructurales (puentes, es-
caleras, o zonas de soporte) garantizan la estabilidad del edificio
como un todo.

VII. CONCLUSIONES

1. Interrelación entre Topologı́a Algebraica e Ingenierı́a.

El teorema de Sefiert-van Kampen demuestra cómo la to-
pologı́a algebraica proporciona herramientas matemáticas

fundamentales para resolver problemas prácticos en inge-
nierı́a. Permite analizar la conectividad global de sistemas
complejos al descomponerlos en componentes más sim-
ples, lo cual es aplicable a disciplinas como diseño estruc-
tural, redes eléctricas y sistemas mecánicos.

2. Conectividad glonal desde componentes simples.
El teorema permite inferir propiedades globales de un sis-
tema (como estabilidad estructural, eficiencia de redes o
resistencia de sistemas) a partir del análisis de sus subes-
tructuras. Esto proporciona una metodologı́a sistemática
que optimiza el análisis de sistemas complejos, especial-
mente cuando los cálculos directos serı́an prohibitivamen-
te costosos.

3. Aplicaciones prácticas en diseño estructural.
En ingenierı́a civil, el teorema facilita el diseño de estruc-
turas como puentes, edificios y torres. La descomposición
en elementos simples, como vigas y juntas, asegura que el
análisis sea eficiente y confiable, garantizando la estabili-
dad global y el cumplimiento de los estándares de seguri-
dad.

4. Optimización de redes de transporte y sistemas eléctri-
cos.
Las redes de transporte y las redes eléctricas se benefician
de este enfoque al analizar y optimizar su conectividad.
El teorema proporciona un marco para garantizar la inter-
conexión eficiente de todos los elementos, mejorando la
funcionalidad y resiliencia de los sistemas.

5. Herramienta computacionalmente eficiente
Al reducir la complejidad del análisis de sistemas median-
te la descomposición en partes más simples, el teorema
de Seifert-van Kampen contribuye a la solución de proble-
mas computacionalmente costosos, lo que es crucial en la
simulación y el diseño asistido por computadora (CAD).
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