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Trajectory planning of a 5 DOF collaborative robot
using numerical methods with quaternions
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Abstract— This work presents a quaternion-based methodology for trajectory control of a 5-degree-of-freedom (DOF) collaborative
robot. The mathematical representation of quaternions and their application in trajectory interpolation are addressed, avoiding issues such
as singularities and discontinuities found in other representations like Euler angles and rotation matrices. The interpolation method with a
4-1-4 parabolic blend is implemented, prioritizing position and velocity continuity while maintaining minimal acceleration variation. The
method is validated through simulations in MATLAB/Simulink, comparing the results obtained using homogeneous transformation
matrices and quaternions. The results show that using quaternions reduces trajectory tracking errors and optimizes the system's
computational performance. Finally, the numerical computation results of both methods are discussed.
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Planificacion de trayectorias de un robot colaborativo
de 5 DOF haciendo uso de métodos numéricos con
cuaternios
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Resumen— En este trabajo se presenta una metodologia
basada en cuaternios para el control de trayectorias de un robot
colaborativo de 5 grados de libertad (DOF). Se aborda la
representacion matematica de los cuaternios y su aplicacion en la
interpolacion de trayectorias, evitando problemas como
singularidades 'y discontinuidades que presentan otras
representaciones como los dangulos de Euler y las matrices de
rotacion. Se implementa el método de interpolacion con enlace
parabélico 4-1-4 donde prioriza la continuidad de la posicion y la
velocidad, pero con una minima variacién en la aceleracion. La
validacion del método se realiza mediante simulaciones en
MATLAB/Simulink, donde se comparan los resultados obtenidos
con matrices de transformacion homogéneas y cuaternios. Los
resultados muestran que el uso de cuaternios permite reducir el
error en el seguimiento de trayectorias y optimizar el desemperio
computacional del sistema. Finalmente, se discuten los valores
resultantes de los dos métodos de cdlculos numeéricos.

Palabras clave: Cuaternios, MATLAB/Simulink,
Interpolacion de trayectorias, Enlace parabilico, Optimizacion
computacional.

|. INTRODUCCION

En el &mbito de la robotica colaborativa, la planificacion
de trayectorias es un desafio clave para garantizar que los
robots puedan moverse de manera precisa, eficiente y segura
en entornos compartidos. Dado que los robots colaborativos
(cobots) estan disefiados para interactuar y colaborar con los
humanos de manera directa, se necesitan métodos novedosos
implementados para la planificacion de trayectorias que
proporcionarian formas de controlar los movimientos de los
robots de manera precisa y, al mismo tiempo, evitar colisiones,
maximizar la eficiencia operativa y minimizar el tiempo y
consumo energético[1]. Asimismo, a efectos de garantizar la
eficiencia operativa maxima de los robots industriales, la
eleccion de los métodos y los enfoques para colisiones,
enfoques de rapidez y optimizacion del movimiento de las
articulaciones para alcanzar el punto designado con una
trayectoria 6ptima puede ser diferente[2]. Uno de los enfoques
mas prometedores para la representacion y el control de los
movimientos de robots con varios grados de libertad es el uso
de cuaternios, se utiliza usa para representar rotaciones ha
demostrado ser una solucién eficaz para la descripcion de
orientaciones en sistemas roboticos, ya que evita problemas y
proporciona una forma mas eficiente de manejar las
interpolaciones entre configuraciones de rotacion. Esta
propiedad es especialmente relevante cuando se busca

optimizar el calculo de trayectorias en robots colaborativos,
donde los movimientos deben ser no solo precisos, sino
también rapidos en tiempo de respuesta y energéticamente
eficientes[3]. Asi mismo, es una extensién matematica de los
nameros complejos que proporciona una forma eficiente y
robusta de modelar y manipular rotaciones en el espacio
tridimensional, dado que los cuaternios evitan las
singularidades que pueden surgir con otras representaciones de
rotaciones, como las matrices de rotacion o los angulos de
Euler, han ganado relevancia en la planificacion de
trayectorias de robots con alta complejidad de movimiento. Es
crucial para maximizar la eficiencia operativa, reducir el
impacto ambiental de las operaciones industriales y lograr una
optimizacién de trayectoria, en términos de tiempo y consumo
de energia [4].

Uno de los aspectos clave en la planificacion de
trayectorias, analisis de cinematica y dinamica de los robots de
maltiples grados de libertad (DOF) es la representacion
adecuada de las rotaciones, traslaciones y posicionamiento de
las articulaciones. Tradicionalmente, las rotaciones en el
espacio tridimensional se han modelado utilizando angulos de
Euler, matrices homogéneas. Sin embargo, las primeras
presentan desventajas como las singularidades (conocidas
como "blogueos de gimbal™), mientras que las matrices
homogéneas que utilizan matrices de rotacién, aungue son mas
estables, son computacionalmente costosas y no son tan
intuitivas debido a que usan una gran cantidad de recursos
para realizar el calculo inicial del robot. En este contexto, los
cuaternios se destacan como una herramienta eficiente para
representar rotaciones en tres dimensiones, ya que no sufren de
singularidades y tienen un coste computacional reducido, lo
que los hace adecuados para robots con un nimero elevado de
grados de libertad (DOF)[5].

El uso de cuaternios en la robdtica ha sido ampliamente
explorado en los Gltimos afios. Estos proporcionan una forma
compacta y robusta de representar rotaciones y permiten una
interpolacion fluida entre posiciones y orientaciones. Ademas,
su capacidad para evitar los problemas de gimbal lock hace
gue sean una opcion atractiva para la planificacion de
trayectorias en robots con rotaciones complejas, como los
robots colaborativos. Diversos estudios han demostrado cémo
los cuaternios pueden ser utilizados para representar y
planificar trayectorias en robots, avanzando en el analisis de
las trayectorias y de la cinematica de distintos tipos de robots
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manipuladores individuales, de doble brazo o robots
colaborativos para profundizar en el estudio de este método,
con el objetivo de ahorrar tiempo de calculo a los
controladores de estos robots[6], [7].

La planificacion de trayectorias en robots colaborativos
presenta varios desafios, debido a la necesidad de que los
robots trabajen en espacios compartidos con humanos. En
particular, la precision y la seguridad son factores
determinantes en estos entornos, por lo tanto es importante que
el tiempo de calculo se minimice para mejorar un tiempo de
respuesta en los robots[8]. La literatura existente sobre la
planificacién de trayectorias de robots se enfoca en diversos
métodos, como algoritmos de optimizacion, métodos de
interpolacion, y enfoques basados en aprendizaje automatico.

En esta documentacidn se encuentran métodos como la
aplicacion de redes neuronales artificiales, en estos estudios se
mencionan como se incluyeron redes neuronales artificiales en
el cual se utilizaron la red de funcion de base radial en los 2
casos se utilizaron las redes neuronales para exclusivamente la
planificacion y seguimiento de la trayectoria programada, se
utiliza este método exclusivamente para el control de la salida
de cada grado de libertad y su posicidn, su optimizacion se
basa en que el robot mantenga la trayectoria establecida con
seguridad[9], [10].

Como otros de los métodos a destacar son aquellos que
estan orientados para que los robot cooperativos o aquellos
con 2 brazos se mantengan sin colisiones, o que logre evitar
los obstéculos para no dafiar a un operador fisico que realiza
procesos de manufactura o aquellos manipuladores de los
robots, aqui se destaca que el objetivo es la prevencion de
colisiones y respuestas rapidas por partes de los algoritmos, 2
de estos estudios se basan en polinomios de Legendre para
conseguir un algoritmo en la planificacion de trayectoria[11],
[12]. Por otro lado, el otro estudio sobre evasion de obstaculos
se basa en un controlador de fuerza para la planificacion de
trayectoria en el que optimizan el consumo[13].

En otra investigacion también se tocan métodos genéticos
gue se basan en una estructura variable para la planificacion de
trayectorias[14]. También, se tiene otros métodos como el
método de Monte Carlo, método de interpolacion de
polinomios y métodos hibridos que utilizan una combinacion
de nuevos métodos[15]-[18].

A partir de esto se hizo una revision de la investigacion
sobre cuaternios para hacer la planificacion de trayectorias con
el nuevo método de célculo y tener una mejora en eficiencias
de tiempo y consumo ya que ademas de tener esta
optimizacién de tiempo de céalculo se le podria afiadir nuevos
algoritmos como los mencionados anteriormente para mejorar
la eficiencia de la planificacion de la trayectoria ain mas.

En los estudios sobre los métodos numéricos que emplean
cuaternios para la interpolacion de trayectorias se han utilizado
en diversas aplicaciones, como la manipulacién de objetos o la
navegacion en entornos complejos. Estos métodos permiten
generar trayectorias suaves y continuas, cruciales para evitar

movimientos erraticos o peligrosos en el entorno de
trabajo[19].

La integracion de cuaternios en los algoritmos de
optimizacion es particularmente Gtil para los robots
colaborativos, ya que asegura una transicién suave entre las
posiciones y orientaciones sin introducir perturbaciones
indeseadas en el movimiento [20].

El estado actual de la planificacion de trayectorias para
robots colaborativos de utilizando cuaternios y métodos
numéricos ha avanzado considerablemente ya que se analiza la
cinematica y dindmica, pero aun existen retos a resolver como
la comparacion de tiempos cuando se realiza una trayectoria
programada[21], [22]. A través de la optimizacion de
cuaternios y la mejora de los métodos numéricos, los robots
colaborativos tienen el potencial de alcanzar un rendimiento
mas eficiente, seguro y adaptable en entornos industriales
complejos.

En este trabajo, se presenta un enfoque de planificacion de
trayectorias para un robot colaborativo de 5 grados de libertad
(DOF), utilizando cuaternios para la representacion de las
rotaciones. A través de métodos numéricos avanzados, se
aborda el problema de calcular trayectorias suaves y seguras
que permitan al robot realizar tareas complejas en entornos
dinamicos, teniendo en cuenta las restricciones del espacio de
trabajo y las caracteristicas del sistema. La solucién propuesta
se basa en un algoritmo de optimizacion que, a partir de
condiciones iniciales y finales predefinidas, genera una
secuencia de movimientos que minimizan el error de
trayectoria y aseguran la estabilidad del sistema.

Este enfoque tiene como objetivo mejorar la precision y la
fiabilidad de los robots colaborativos en tareas industriales, asi
como proporcionar una base para futuras investigaciones en la
interaccion entre robots y humanos, especialmente utilizar
nuevos métodos de optimizacion de trayectoria junto a este
método de optimizacion de calculo, esto beneficiaria a las
aplicaciones que requieran alta precision y seguridad en
entornos de trabajo compartidos.

1. METODOLOGIA

A. Modelo cinemético mediante la teoria de cuaternios

De forma andloga a las matrices de transformacién
homogénea, se desarrolla el analisis de la cinematica directa de
un robot articular a través de la teoria de cuaternios,
desarrollando en primer lugar, los conceptos béasicos del
algebra de cuaternios para posteriormente realizar el modelo
cinematico del robot propuesto.

Un cuaternio se encuentra definido por la siguiente
expresion:

Q=I[s,v] )

Donde s representa la parte escalar (real) conformada por
el pardmetro qo y v representa la parte vectorial conformada
por las componentes g1, g2 y gs tal y como se expresa a
continuacion:
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Q@ =[90,91,92,95] (2)

Asi mismo, es posible denotar el cuaternio en el sistema
complejo considerando los términos i, j y k que representan las
unidades imaginarias tal y como sigue:

Q=qo+iq1+jg2+ kqs 3)

1) algebra de cuaternios: De forma similar a las
operaciones matriciales, el conjunto de cuaternios, con las
operaciones de suma y multiplicacién forman un sistema
matematico conocido como anillo de division no conmutativo
y, ademas, satisface que para cada elemento diferente de cero
existe un inverso multiplicativo [23].

La Tabla I resume las relaciones de producto entre las
unidades bésicas de los cuaternios, proporcionando una
representacion clave en el plano complejo.

TABLA |
MULTIPLICACION VECTORIAL DE CUATERNIOS EN EL PLANO COMPLEJO
11i]j |k

11| i |k

i i1 k|

il
k| k|j =i

Se destaca la aplicacion de la teoria de cuaternios para
describir el movimiento rotacional y traslacional de un cuerpo
rigido, facilitando la transformacion de orientacion y posicion
en el espacio tridimensional.

Sean los siguientes cuaternios @i, Q> Yy @3 Cuyos
componentes vienen dados por sus indices identificados segun
el nimero del cuarternidn, se tiene:

Q1 =I[s1,v1]=[q910.,911.,912,913]
Q2 = [s2,v1]1 = (920,921,922, G231
Qs = [s3,v3] = [g30.931, 932,433l
El complejo conjugado de un cuaternio viene dado por:
Q" =I[s,—v]
Como resultado de la expresion anterior, Q" queda
expresado como:
Q =[q0,—q1,—92,—q3]
La norma de un cuaternio representa su magnitud, similar
al médulo de un vector. Su normalizacion se denota como

el

||Q||:V"Q'Q*:\/%Z"'%Z"‘sz"'%z 4)

El cuaternio inverso representa Q con los ejes de rotacién
en direcciones opuestas, permitiendo revertir rotaciones de
manera eficiente[24].

_1 _ Q*
CRNTIE )

El producto entre un cuaternio y su inversa da como
resultado la unidad.

Q-Q'=Qt-Q=I1=[10] (6)

2) Rotacion y traslaciéon mediante cuaternios: A
diferencia de las matrices de rotacion, los cuaternios permiten
representar rotaciones utilizando cualquier vector como eje, lo
que simplifica las operaciones y mejora la eficiencia del
calculo de orientacidn. Para ello, el vector debe ser unitario,
conocido como eje de Euler, como se ilustra en la Fig. 1.

X

Fig. 1 Movimiento rotacional con respecto a un eje cualquiera.

A partir de la teoria de cuaternios establecida por
Hamilton (1866), el cuaternio que describe la rotacion de un
cuerpo rigido debe ser de Norma 1, el cual es expresado como:

0~ (cos@) K- sin @)) ™

T -
Donde X corresponde al vector unitario del vector V:
1

G

5

1=

k

Ademas, el vector k puede ser expresado en funcion del

sistema de coordenadas X, Y y Z | quedando la notacion
anterior expresada como:

0.~ 0) ()0
o~ ()00
Q. = (COS( ).0.0.sin (g)) ®

3) Cinematica inversa mediante cuaternios. El analisis
de la cinematica inversa se desarrolla mediante un algoritmo
evolutivo basado en el cuaternio dual, estableciendo la
relacién entre la postura del efector final y las variables
articulares del robot [25]. Se emplea la matriz Jacobiana,
formulada con el método de Newton-Raphson, para relacionar
los cambios en el espacio cartesiano y articular. En caso de
que la matriz Jacobiana no sea cuadrada o invertible, se
recurre a la pseudoinversa [26].

o] D

N D
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En el espacio hipercomplejo R*, la matriz Jacobiana se
define por las derivadas parciales del cuaternio dual respecto a
las variables articulares [27]. Si la matriz es rectangular, se
emplea la pseudoinversa por la izquierda para garantizar la
solucion [28]. La relacidn entre la velocidad del efector y la
velocidad articular se expresa como

U =];-68, permitiendo la implementacién de control por
realimentacion basado en el error entre la postura deseada y la
postura actual [29].

El esquema de control en lazo cerrado se basa en la
integracién numérica utilizando la pseudo-inversa del
Jacobiano, donde la velocidad angular se ajusta mediante la
matriz de ganancia K. La actualizacién de las coordenadas
articulares se realiza iterativamente mediante

Oxs1 =0 +J K- e(t) | asegurando la convergencia al
estado deseado [30].

Para transformar la posicidn y orientacion en coordenadas
cartesianas al espacio, se utiliza el cuaternio de rotacion
derivado de la matriz de rotacion y los &ngulos de Euler.

B. Planeacion de trayectorias en el espacio articular.

Tras el desarrollo de la cineméatica del robot, es
fundamental implementar un modelo de control de trayectoria
eficiente, ya sea en el espacio articular o cartesiano. En
roboética, destacan las trayectorias punto a punto y continuas,
cuya variacion angular suave se logra mediante interpolaciones
polinémicas de alto grado o con enlace parabdlico.

Aunque el control en el espacio articular suele emplearse
en modelos dindmicos para regular el torque del actuador, esta
investigacion analiza la eficiencia de modelos cinematicos
mediante matrices de transformacién homogénea y cuaternios
[31].

La Fig. 2 muestra el diagrama general del control de
trayectoria en el espacio articular.

SR

Pxyz

Control del
Robot en el
Espacio
Cartesiano

Cinematica Pxyz
Directa -
Pxyz

Generacion de
Trayectorias

3|

S
Fig. 2 Vectores unitarios en el sistema de coordenada XYZ

Las interpolaciones en el &mbito de la robdtica son
esenciales para el control de trayectorias, especialmente
cuando se requiere un movimiento suave y sin
discontinuidades. Existen varios métodos de interpolacion,
entre ellos la interpolacion de grado 3, grado 5 y las
interpolaciones con enlaces parabdlicos, que permiten generar
trayectorias entre puntos de manera eficiente y controlada.

1) Interpolacion de Grado 3. La interpolacion de grado
3, también conocida como polinémica clbica, es ampliamente

utilizada debido a su simplicidad y capacidad para generar
trayectorias suaves. En esta interpolacién, se utiliza un
polinomio de tercer grado para relacionar la posicion de un
robot con el tiempo, garantizando que el movimiento sea
continuo en términos de posicion, velocidad y aceleracion. Su
principal ventaja es evitar cambios bruscos en la velocidad
angular y asegurar una transicion suave entre los estados
inicial y final [32].

2) Interpolacién de Grado 5. La interpolacion de grado 5
es mas compleja que la de grado 3 y permite una mayor
precision en la trayectoria, ya que el polinomio de quinto
grado proporciona una mayor flexibilidad en la modelizacion
de la aceleracion angular y la velocidad. Esta interpolacion
asegura que tanto la posicion, la velocidad como la aceleracion
sean continuas, resultando en trayectorias mas suaves y
adaptadas a movimientos mas exigentes [33]. La ventaja
principal es su capacidad de controlar de manera precisa los
cambios en la aceleracion.

3) Interpolacion con enlace parabdlico 4-3-4. En el caso
de las interpolaciones con enlace parabdlico, se busca suavizar
las transiciones entre trayectorias, especialmente cuando se
trata de un cambio entre movimientos rapidos o cuando se
presentan cambios abruptos en la velocidad. La interpolacion
4-3-4 utiliza un enlace parabdlico que conecta dos trayectorias
en el espacio articular o cartesiano mediante curvas suaves de
cuarta y tercera orden. Este método es Util para mantener una
transicion continua y evitar movimientos bruscos que puedan
ser perjudiciales para la precision del robot [34].

4) Interpolacion con enlace parabdlico 3-5-3. La
interpolacion 3-5-3 es una variante mas compleja en la cual se
emplean enlaces parabdlicos de tercer y quinto orden para
conseguir una transicion mas fluida entre los movimientos.
Este tipo de interpolacién es ideal para trayectorias que
requieren un mayor control de la aceleracién, siendo
especialmente efectiva en aplicaciones donde se necesitan
movimientos precisos y controlados [35].

5) Interpolacion con enlace parabdlico 4-1-4.
Finalmente, la interpolacion 4-1-4 combina un enlace
parabdlico de orden cuatro, con un enlace lineal en el medio
(orden 1), lo que permite generar trayectorias con un cambio
de velocidad controlado en la transicion. Este método es
particularmente Gtil cuando se quiere evitar movimientos
bruscos, pero manteniendo una velocidad constante entre los
puntos intermedios [36]. Es comdn en aplicaciones donde se
prioriza la continuidad de la posicién y la velocidad, pero con
una minima variacion en la aceleraciéon. Como se muestra en la
Fig. 3.
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Fig. 3 Representacion de la posicion, velocidad y aceleracion articular
mediante interpolaciones polinémicas 4-1-4.

C. Planeacion de trayectorias en el espacio cartesiano

El movimiento de un robot se define generalmente en el
espacio cartesiano a traves de su posicidn y orientacion en los
ejes X, Y y Z, asi como la velocidad del efector final. Para
obtener este movimiento, se emplea la cinemética inversa
mediante un algoritmo iterativo que determina las variables
articulares necesarias para cada posicién del efector, lo que
aumenta el costo computacional a medida que se incrementa la
precision en la trayectoria. Este proceso de planificacion y
control de movimiento se ilustra en un diagrama que integra la
generacion de trayectorias en el espacio cartesiano con el
control en el espacio articular.

El movimiento del efector final se describe utilizando
funciones matematicas en funcién del tiempo o por medio de
coordenadas cartesianas, 10 que asegura una trayectoria suave
si la cinemética inversa se calcula correctamente. Es crucial
imponer restricciones en las variables articulares, teniendo en
cuenta el espacio de trabajo del robot y sus posibles
singularidades. Esta metodologia permite controlar la posicion
y orientacion del robot desde el inicio hasta el final, generando
trayectorias continuas, especialmente en trayectorias lineales y
splines, que no pueden ser logradas Unicamente mediante la
planificacion en el espacio articular.

I11. DESARROLLO DE LA SOLUCION

Para analizar la cinemética del robot propuesto, se define
primero su configuracion geométrica, que simula la morfologia
de un robot colaborativo de cinco grados de libertad, como se
muestra en la Fig. 4.

Fig. 4 Geometria y definicion de los pardmetros de Denavit Hartenberg
del robot colaborativo de 5 grados de libertad.

Se establecen los parametros Denavit-Hartenberg para
desarrollar la cinematica directa mediante matrices de
transformacién homogénea, los cuales se detallan en la Tabla

Il.
TABLA 11
PARAMETROS DE DENAVIT HARTENBERG

i a; ay dy 2,
1 0 90° d, 6,
2 a» 0° —d, 6,
3 as 0° d 03
4 0 90° —d, 0,
5 0 0° ds O

A. Cinematica directa mediante la teoria de cuaternios

Mediante el producto de los cuaternios duales, que
vinculan la rotacién y traslacion entre el sistema de
coordenadas de un eslabon y el eslabon previo, se obtiene la
cinematica directa del robot articular. Esto es posible gracias a
la compatibilidad con los pardmetros Denavit-Hartenberg
especificados en la Tabla Il. Al reemplazar dichos parametros
en la ecuacion 9.

k—1DQk = Q20Q®Qx0 + £(Qz0®Qxe + Q2:®Qx0) )
De ello se obtiene el cuaternio dual que relaciona el

sistema de coordenadas del eslabén 1 con el sistema base del
robot.

2 6 [z a 2 i} 2 ]
DQ = %cos (El) +%cos (El) i +%sin (El)) +%s£n (El)k +
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6 6, 8 0
a’l—sm(z) a’l—sm (2 )1 + a’l—cos( ))+ dl—cos (2 )k

De manera similar, para obtener el cuaternio dual que
vincula el sistema de coordenadas del eslab6n 2 con el del
eslabon 1, se utiliza el mismo procedimiento y lo mismo con el
3al 2, del 4 al 3, del 5 al 4 respectivamente:

oo 5

)i~ e
)+l

DQ?= (62)+0'+0'+ i ( )k+ (dz (9)+ az (9) + 2 (
1 Q = C0§ 7 1 Ji sin £ 25”1. P ZCOS 2 25!"

>

3)+0+0+ ( )k+ ( ds (63)+ “ (ﬂ) + 2 (
P U Ji sin £ ZSJJJ. 2 ZCOS 2 t ZS”l

M\S’

2D = cos(

0~ Leos (%) L ()4 L (%) 4 L (% )i

Lz(digs\'ri(%]er{Tsm{Z}l e cos( 2)i- difros(\z)k)

D (%) + 01 + 05+ sim ()i £ (- 2 sin(%) + 0 4.0 + % cos (%) )
4DQ% = cos 2 i+ 0j +sin 3 £ Zsm 2 (0] + 5 cos{5

Asi, la relacién entre el sistema de coordenadas del
efector final y el sistema de coordenadas base del robot se
determina mediante la multiplicaciéon sucesiva de los
cuaternios duales previamente calculados. El cuaternio dual
resultante como se indica en la ecuacién 10 describe la
rotacion y traslacion del efector final con respecto al origen
del robot.

0DQ* = (g + q,i+ ayj + qsk) + elap, + a, i+ ar +a3.k)  (10)

Con los parametros de los cuaternios duales de rotacién y
traslacion obtenidos, se puede expresar de manera explicita en
el espacio R? la orientacién y posicion, proporcionando una
descripcion directa y compacta de las transformaciones
espaciales en la cinemética del robot.

Finalmente, la combinacion de estos calculos genera la
matriz de transformacion homogénea ,T°, que representa de
manera consolidada y explicita la postura del efector final del
robot.

B. Cinemética inversa mediante cuaternios

El célculo de la cinematica directa mediante cuaternios
duales permite obtener de manera sencilla las coordenadas que
definen la orientacion y posicion del efector final, en contraste
con el complicado calculo de las coordenadas articulares a
través de métodos algebraicos. Para la cinematica inversa, se
utiliza un algoritmo evolutivo que aproxima el valor deseado
en cada iteracion, asegurando la convergencia del sistema.

Primero, se calcula el Jacobiano del cuaternio dual que
relaciona el efector final con el origen del sistema de
coordenadas, obteniendo una matriz de tamafio 8x5. Luego, se
determina la pseudo inversa de esta matriz utilizando Matlab.
A continuacion, se define la postura inicial del robot y se
calcula el cuaternio dual inicial, que depende de la ubicacion
del efector final. La matriz de ganancia, inicialmente definida
como la matriz identidad, puede ser ajustada segun las
caracteristicas del sistema.

El algoritmo evalGa el error entre el cuaternio dual
deseado y el inicial, y mediante iteraciones actualiza los
valores articulares hasta que el error es suficientemente
pequefio (0.0001°). Una vez alcanzada la precision deseada, el
algoritmo concluye la cinematica inversa.

Aunque el método numérico basado en cuaternios es
preciso, puede fallar en algunos casos debido a singularidades
en el sistema, por lo que es crucial delimitar el espacio de
trabajo del robot y establecer restricciones para evitar estas
zonas de singularidades.

C. Planeacion de trayectorias para el robot propuesto.

Se establece inicialmente la planeacion de trayectoria en
el espacio articular para evaluar el tiempo de ejecucion de
movimientos punto a punto, considerando solo la cinematica
directa del robot. Se emplea la interpolacion polinémica 4-1-4,
gue garantiza una velocidad constante en el tramo intermedio
del movimiento articular, permitiendo definir los parametros
de posicién, velocidad y aceleracion angular al inicio y final
de la trayectoria.

Ademés, se define la trayectoria que seguiré el robot en el
espacio cartesiano, manteniendo constante la posicion en el eje
Zy la orientacion del efector final perpendicular al plano XY,

debido a la configuracion geométrica del robot. Esta
orientacion se describe mediante éangulos de Euler
R(@)=I[r 0 0], resultando en la siguiente matriz de
rotacion:
1 0 0
oR2=10 -1 0
0 0 -1 (11)

IV. RESULTADOS

Para el desarrollo de las simulaciones y el analisis de la
eficiencia del modelo cinemético del robot y el control de
trayectoria, se define la geometria del robot de cinco grados de
libertad utilizando los pardmetros Denavit-Hartenberg, los
cuales se detallan en la Tabla I11.

TABLA 1l
DEFINICION DE LOS PARAMETROS DE DENAVIT HARTENBERG DEL ROBOT

i 0; d;(m) | a;(m) a;
1 6, 0.12 0 n/,
2 6, —0.09 | 0215 0°
3 65 0.075 | 0.180 0°
4 6, —0.075 0 n/,
5 05 0.055 0 0°

A. Resultados de la cinematica directa.

23" LACCEI International Multi-Conference for Engineering, Education, and Technology: “Engineering, Artificial Intelligence, and Sustainable Technologies in service of

society”. Hybrid Event, Mexico City, July 16 - 18, 2025



Se desarrollé un algoritmo en Matlab para calcular la
cinematica directa utilizando matrices de transformacion
homogénea y cuaternios. El tiempo de ejecucion de cada
método se midié mediante las funciones de temporizacion del
programa. Los resultados, presentados en tablas, comparan los
tiempos de calculo en 10 ejecuciones consecutivas para una
configuracion angular previamente definida, lo que permite
evaluar la eficiencia de ambos enfoques en términos
computacionales. El primer muestreo utiliza la siguiente
configuracion articular: q: = 70°, g2 = 70°, gs = -50°, g« = 30°,
gs = 15°. La comparacion de tiempos de ejecucion se muestra

en la Tabla IV.
TABLA IV
TABLA COMPARATIVA DE LOS TIEMPOS OBTENIDOS PARA LA
CINEMATICA DIRECTA (MUESTREO 1)

6 183 115 68
7 168 131 37
8 144 89 55
9 165 103 62
10 166 92 74
Promedio 173.4 110.1 63.3

Muestras | Matrices T.H. (us) Cuaternios Diferencia (us)
(Hs)

1 340 191 149
2 207 144 63
3 143 99 44
4 205 143 62
5 396 158 238
6 154 133 21
7 290 140 150
8 168 110 58
9 148 217 -69
10 155 100 55

Promedio 220.6 143.5 77.1

Segln los resultados de la Tabla 1V, se observa que el
tiempo requerido para calcular la cinematica directa utilizando
cuaternios es un 34.9% mas rapido que al usar matrices de
transformacién homogénea.

En el segundo muestreo, se define la siguiente
configuracion articular: qi=130°, q2=20°, q:=70°, q«=-20°, qs=
50°. Al igual que en el primer caso, se ejecuta el algoritmo y
se presentan los resultados en la Tabla V.

TABLA YV
TABLA COMPARATIVA DE LOS TIEMPOS OBTENIDOS PARA LA
CINEMATICA DIRECTA (MUESTREO 2)

Muestras | Matrices T.H. (us) Cuaternios Diferencia (us)
(Hs)
1 169 103 66
2 176 99 77
3 132 108 24
4 189 110 79
5 242 151 91

Los datos obtenidos muestran una mejora significativa al
utilizar la teoria de cuaternios como método alternativo en la
cinematica directa del robot, ya que ofrece un tiempo de
calculo en 36.5% mas rapido que el método clasico. Esta
reduccion en el costo computacional se logra al obtener de
manera implicita la rotacién y posicion de la cadena
cinematica del robot, relacionando los sistemas de
coordenadas de los eslabones de forma compacta en el espacio
R* Ademas, proporciona una representacion mas estable de la
orientacion, evitando singularidades y errores acumulativos.

Se compara el tiempo consumido al ejecutar de manera
iterativa la cinemética directa durante la planificacién de una
trayectoria en el espacio articular. Se definen los &ngulos de
las articulaciones para trazar figuras geométricas en el plano
tridimensional usando interpolaciones polindmicas 4-1-4. El
algoritmo, desarrollado en Matlab, visualiza el movimiento del
robot a través del Robotics Toolbox de Peter Corke, lo que
permite simular y validar trayectorias. Para evaluar la
eficiencia, se mide el tiempo de ejecucidon de 10 iteraciones
consecutivas, donde el robot sigue trayectorias punto a punto.
La primera simulacion muestra en la Fig. 4 una trayectoria
rectangular dentro del espacio de trabajo esférico del robot.

0.8
0.6

0.4

Ejez

0.2

05 05

Eje Y Eje X
Fig. 5 Simulacién gréfica de la trayectoria de un rectangulo.
Los tiempos empleados para el desarrollo de este

movimiento se presentan en la Tabla VI a continuacion.

TABLA VI
TABLA COMPARATIVA DE LOS TIEMPOS OBTENIDOS PARA LA
TRAYECTORIA DE UN RECTANGULO.

Muestras | Matrices T.H. (s)

1 13.600725

Cuaternios (s)
13.723576

Diferencia (s)
-0.122851
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2 13.738345 13.640602 0.097743
3 13.642143 13.530019 0.112124
4 13.757194 13.77436 -0.017166
5 13.768716 13.635513 0.133203
6 13.579537 13.573696 0.005841
7 13.577181 13.461509 0.115672
8 13.673837 13.52893 0.144907
9 13.539761 13.571599 -0.031838
10 13.557284 13.464604 0.09268
Promedio 13.643472 13.590441 0.0530315

Como se observa en la tabla VI, el uso de matrices de
transformacion y cuaternios para la generacion de trayectorias
muestra tiempos de ejecucion similares, con una diferencia de
53031.5 ps en microsegundos. La aplicacion con cuaternios es
ligeramente mas rapida, con una ventaja del 0.39% en la escala
temporal de ejecucién.

En la segunda simulacion, se ejecuta el algoritmo de
trayectoria utilizando interpolaciones polinémicas para
graficar la silueta de un triangulo en el espacio cartesiano,
como se muestra en la Fig. 6.

0

05 05  Eex

Eje Y
Fig. 6 Simulacion gréafica de la trayectoria de un triangulo.

Los tiempos de ejecucion para el desarrollo de este
movimiento se presentan en la Tabla VII a continuacion.

TABLA VII
TABLA COMPARATIVA DE LOS TIEMPOS OBTENIDOS PARA LA
TRAYECTORIA DE UN TRIANGULO

Muestras | Matrices T.H. (s) | Cuaternios (s) | Diferencia (s)
1 9.464876 9.491721 -0.026845
2 9.461173 9.42302 0.038153
3 9.361766 9.358552 0.003214
4 9.53777 9.542913 -0.005143

5 9.539279 9.544866 -0.005587
6 9.591253 9.580252 0.011001
7 9.519216 9.466862 0.052354
8 9.470235 9.382347 0.087888
9 9.422917 9.366565 0.056352
10 9.550292 9.559202 -0.00891
Promedio 9.4918777 9.47163 0.0202477

Los resultados de esta trayectoria muestran una diferencia
minima respecto a la simulacién anterior, con una variacion de
20247.7 ps. Se observa una pequefia ventaja de la aplicacion
de cuaternios, que es del 0.21%, manteniendo una ejecucion
similar en términos de tiempo.

B. Resultados de la cinemética inversa

En este analisis, se define una trayectoria cuadrada en el
espacio cartesiano para calcular los angulos articulares a partir
de la cinematica inversa, manteniendo la orientacion del
efector final perpendicular al plano XY a lo largo del
recorrido. La orientacion del robot se define mediante los
angulos de Euler ZYX indicado en el punto 3 del desarrollo de
la solucién y el cuaternio

Qo=1[0 1 0 0] para la rotacién del efector final. Se
especifican las posiciones de los vértices del cuadrado en
metros:

P,(x,¥,z) =[0.37 0.12 0.15]

P(x,v,z) =[037 -0.10 0.15]

Pi(x,v,z) =[0.15 —0.10 0.15]

P,(x,y,z) =[015 0.12 0.15]

Y utilizando el Robotics Toolbox de Peter Corke en
Matlab, se mide el tiempo de ejecucion del algoritmo de
cinematica inversa al recorrer la trayectoria 10 veces. La Fig. 7
ilustra la trayectoria seguida por el robot.

0.5

=% A .
Eje Y
Eje X 0.5 3}

Fig. 7 Simulacion grafica de la trayectoria de un cuadrado.
La Tabla VIII muestra las coordenadas cartesianas

obtenidas de los angulos calculados mediante la cinemaética
inversa, comparando los resultados del método geométrico vy el
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método numeérico, con una precision entre 0.0001 y 0.001
decimales.

TABLA VI
TABLA COMPARATIVA DE LAS VARIABLES ARTICULARES

I

Posiciones Método Geométrico Meétodo Numérico

Pi(x,y,2z)| [0.37 0.12 0.15] | [0.3691 0.1199 0.1497
Py(x,y,2z)| [037 —0.10 0.15]| [0.3685 —0.0992 0.1497]
Py(x,y,2z)| [0.15 —0.10 0.15]| [0.1504 —0.1008 0.15]
P,(x,v,z)| [0.15 0.12 0.15] |[0.1492 0.1196 0.1498

I

La Tabla IX muestra los tiempos medidos para la
simulacion de este movimiento.

TABLA IX
TABLA COMPARATIVA DE LOS TIEMPOS OBTENIDOS PARA EL CALCULO DE
LA CINEMATICA INVERSA

Muestras | Matrices T.H. (s) | Cuaternios (s) Diferencias (s)
1 10.409112 10.332619 0.076493
2 10.352812 10.184559 0.168253
3 10.428634 10.365963 0.062671
4 10.441311 10.358532 0.082779
5 10.383657 10.343386 0.040271
6 10.317494 10.318836 -0.001342
7 10.35397 10.279914 0.074056
8 10.283792 10.307498 -0.023706
9 10.408471 10.372315 0.036156
10 10.354314 10.329199 0.025115

Promedio 10.373357 10.319282 0.0540746

Los valores nos muestran que la cinematica inversa
utilizando cuaternios es un 0.52% mas rapida, con una
diferencia de 54074 ps en la ejecucién, aunque presenta un
mayor error en la trayectoria, alcanzando un error maximo de
0.0009 m.

V. CONCLUSIONES

En conclusidn, las simulaciones en Matlab muestran que
los cuaternios mejoran la eficiencia en un 35.7% al promediar
34.9% y 36.5% de los dos muestreos del célculo de la
cinematica directa del robot de 5 grados de libertad. aunque
las matrices de transformacion y los cuaternios presentan
tiempos de ejecucion muy similares para la generacion de
trayectorias, el uso de cuaternios ofrece una ligera ventaja en
términos de velocidad, con una mejora del 0.39% en el tiempo
de procesamiento.

La cinematica inversa mediante cuaternios es ligeramente
mas rapida (0.52%) en comparacion con otros métodos, pero
presenta un pequefio sacrificio en la precision de la trayectoria,
con un error maximo de 0.0009 m.

La precision es clave segun los requisitos de la aplicacion,
lo que permite decidir entre optimizar la velocidad o priorizar
la exactitud. Aunque los métodos iterativos requieren varias
repeticiones, pueden ser muy eficientes cuando se optimizan,
especialmente cuando se usan junto con técnicas como el
Jacobiano de minimos cuadrados, que mejora la estabilidad y
precision.

El control de movimiento con cuaternios es mas eficiente
que el de matrices de transformacion, aunque, al operar en un
espacio R™4, es necesario convertir los resultados a R*3 para
expresar la posicion y orientacion del efector final en el
espacio cartesiano. A pesar de este paso adicional, los
cuaternios son una buena alternativa en simulaciones.

Finalmente, aunque las simulaciones ofrecen una
aproximacion de la velocidad de respuesta, no garantizan
resultados exactos. Sin embargo, el modelo propuesto
proporciona una visién clara del comportamiento cinematico y
dinamico del robot, facilitando su desarrollo y alcanzando los
objetivos de la investigacion.
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