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Resumen– Este trabajo tiene como objetivo principal implementar 

y presentar, desde un enfoque pedagógico, cinco técnicas para la 

construcción de superficies tridimensionales a partir de curvas 

planas, utilizando el lenguaje de programación Python. La 

propuesta busca facilitar la comprensión y visualización de 

conceptos geométricos en cursos de pregrado, fomentando un 

aprendizaje activo mediante la manipulación directa de parámetros 

y el uso de herramientas de código abierto. Las superficies 

estudiadas incluyen la superficie bilineal, las superficies regladas y 

cilíndricas, las superficies de revolución y las superficies Swung. 

Cada una ha sido modelada y graficada en Python, permitiendo su 

aplicación tanto en el aula como en contextos prácticos de diseño y 

modelado. Además, se discuten los desafíos y limitaciones asociados 

a estas construcciones, abriendo nuevas posibilidades para la 

exploración computacional en el modelado geométrico. 

 
Palabras clave- Curvas planas, Técnicas de superficies, 

Superficies de revolución, Superficies swing, Modelado Geométrico. 

 

I.  INTRODUCCIÓN 

El dominio de los conceptos básicos de geometría 

poligonal es esencial para diseñadores, ya que les permite 

desarrollar modelos tridimensionales adecuados, mejorar 

proyectos y fomentar la creatividad [1, 2, 3, 4]. Dentro del 

modelado geométrico, las superficies definidas a partir de 

curvas planas representan un enfoque clave en el modelado 

geométrico, con aplicaciones en diversas industrias como la 

aeronáutica y la naval. En particular, las superficies regladas, 

desarrollables y alabeadas representan un campo de estudio 

esencial en la geometría tridimensional debido a su amplia 

aplicabilidad en áreas como la arquitectura, el diseño industrial, 

naval y la ingeniería [5, 6 ,7, 8, 9]. 
La generación de superficies a partir de curvas planas es un 

tema ampliamente estudiado en la geometría computacional, 

con aplicaciones en modelado tridimensional y diseño 

paramétrico. Diversos enfoques han sido explorados, desde el 

análisis teórico de superficies de revolución en el espacio 

euclidiano, hasta la implementación de herramientas 

interactivas para su construcción y su aplicación en 

optimización acústica [10, 11, 12]. Su modelación no solo 

permite comprender su comportamiento geométrico, sino 

también explorar herramientas computacionales, como Python, 

para su construcción dinámica y visualización. Esto fomenta un 
aprendizaje más profundo y práctico, conectando la teoría 

geométrica con aplicaciones reales en diversos campos. 

Este trabajo explora las técnicas para construir superficies 

bilineales, regladas, cilíndricas, de revolución y Swing, 

utilizando sus fundamentos matemáticos y aplicaciones 

prácticas. La implementación se realiza en Python utilizando 

Jupyter Notebook, permitiendo la construcción y visualización 
de estas superficies.  

El estudio de la construcción de superficies mediante 

curvas planas en Python no solo se basa en aplicar herramientas 

computacionales para modelar superficies geométricas, sino 

que también tiene una gran importancia como herramienta de 

uso pedagógico en cursos de pregrado y permiten un enfoque 

practico donde los estudiantes pueden manipular parámetros, lo 

que refuerza su compresión con propiedades matemáticas. 

Además, su integración con la programación fomenta un 

aprendizaje más profundo y práctico, facilitando la exploración 

interactiva de conceptos matemáticos y su aplicación en 
diversas áreas [13, 14, 15]. Además, permite a los estudiantes 

comprender su relevancia en contextos aplicados, como el 

diseño en ingeniería, arquitectura y gráficos computacionales, 

mientras se promueve el uso de lenguajes de programación 

como Python, esenciales en el entorno académico y profesional 

moderno [16, 17, 18, 19]. A través de métodos como 

interpolación lineal, rotación y combinaciones de curvas, se 

generan superficies con potencial para diseño geométrico 

asistido por computadora y simulaciones en 3D [20, 21, 22]. 

Además, su implementación proporciona una base sólida para 

entender el comportamiento geométrico y explorar nuevas 

posibilidades creativas. 
Este trabajo utiliza Python y Jupyter Notebook como 

herramientas para implementar y visualizar superficies 

bilineales, regladas, cilíndricas, de revolución y Swing. El 

desarrollo se enfoca en el uso de un Software libre para resaltar 

las nociones matemáticas de superficies y aplicaciones 

prácticas, particularmente en diseño geométrico asistido por 

computadora y simulaciones tridimensionales.  

Python es un lenguaje de programación de alto nivel, 

interpretado y de propósito general que ha ganado una gran 

popularidad en los últimos años. Es conocido por su sintaxis 

sencilla y por su legibilidad, lo que facilita su aprendizaje y su 
comprensión [23, 24].  

 

II.  CONSTRUCCIÓN DE SUPERFICIES 

A continuación, se analizarán los conceptos matemáticos 

relacionados con los métodos de construcción de superficies a 

partir de curvas planas, los cuales serán fundamentales para su 

implementación y visualización en Python. 
 

A. Superficie bilineal  
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Una superficie bilineal es una superficie generada 

mediante la interpolación entre cuatro puntos en 𝑅3, definida 

como el producto tensorial de dos interpolaciones lineales 

independientes [25]. Un polígono plano es un ejemplo simple 

de superficie. La superficie bilineal es la superficie no plana 

más simple, porque queda completamente definida por cuatro 

puntos [26]; es decir, es una superficie tensorial donde las 
curvas producto son dos rectas. Se emplea con frecuencia para 

la interpolación de cuatro valores de una tabla (por ejemplo, en 

antialiasing de texturas) y es la superficie más sencilla que pasa 

por cuatro puntos en ℝ3. 

Sean los cuatro puntos distintos 𝑃00, 𝑃01 , 𝑃10 , 𝑃11 como se 

muestra en la Fig. 1. Las curvas fronteras son líneas rectas y son 

fáciles de calcular. 

 

Cualquier punto en el interior de la superficie está dado por 

la interpolación lineal entre fronteras opuestas de un cuadrado 

unitario como se muestra en la Fig. 2. Esto es, 

 

𝑃(𝑢, 0) = (𝑃10 − 𝑃00)𝑢 + 𝑃00             (1) 

𝑃(𝑢, 1) = (𝑃11 − 𝑃01)𝑢 + 𝑃01             (2) 

 

Para realizar la interpolación lineal entre las curvas 

frontera, primero calculamos los puntos 𝑃(𝑢0, 0) y 𝑃(𝑢0, 0), y 

luego los unimos mediante una línea recta 𝑃(𝑢0, 𝑣). Los dos 

puntos son 

 

𝑃(𝑢0, 0) = (𝑃10 − 𝑃00)𝑢0 + 𝑃00             (3) 

𝑃(𝑢0, 1) = (𝑃11 − 𝑃01)𝑢0 + 𝑃01             (4) 

 

y la línea recta que los une está dada por 

 

𝑃(𝑢0, 𝑣) = (𝑃(𝑢0, 1) − 𝑃(𝑢0, 0))𝑣 − 𝑃(𝑢0, 0)               (5) 

         = [(𝑃11 − 𝑃01)𝑢0 + 𝑃01 − ((𝑃10  −  𝑃00)𝑢0 +

                      𝑃00)]𝑣 + (𝑃10 − 𝑃00)𝑢0 + 𝑃00  

 

Cualquier punto en el interior del cuadrado paramétrico 

está dado por 

 

𝑃(𝑢, 𝑣) =  𝑃00(1 − 𝑢)(1 − 𝑣) + 𝑃01(1 − 𝑢)𝑣            (6) 

       + 𝑃10𝑢(1 − 𝑣) + 𝑃11𝑢𝑣 

 

En forma matricial 

 

𝑃(𝑢, 𝑣) = [1 − 𝑢 𝑢] [
𝑃00 𝑃01

𝑃10 𝑃11
] [1 − 𝑣

𝑣
]         (7) 

 

Es necesario que la superficie coincida con los puntos 
dados. Es fácil verificar que la superficie interpola los puntos 

dados. 

Si los puntos de definición de una superficie bilineal son 

las diagonales opuestas sobre caras opuestas de un cubo 

unitario, la superficie resultante es un paraboloide hiperbólico. 

Es decir, matemáticamente una superficie bilineal es un 

paraboloide hiperbólico, donde las expresiones paramétricas 

son lineales respecto a las variables 𝑢 y 𝑣. 

 

B. Superficie Regladas  
 

Una superficie reglada es aquella que puede ser engendrada 

por el movimiento de una línea recta [27]. Las superficies 

regladas son frecuentemente usadas en la industria aérea y 

naval. Por ejemplo, las alas de los aviones son superficies 

cilíndricas regladas. Una superficie reglada es generada por una 

línea recta que se mueve a lo largo de un camino con un grado 

de libertad. Estas superficies son simplemente generalizaciones 

de la superficie bilineal. Es decir, una superficie reglada se 
obtiene mediante una interpolación lineal entre dos curvas 

frontera conocidas asociadas a los lados opuestos de un 

cuadrado unitario en el espacio paramétrico. 

Sean las curvas paramétricas opuestas 𝑃(𝑢, 0) y 𝑃(𝑢, 1). 

La superficie reglada está dada por 

 

𝑆(𝑢, 𝑣) = 𝑃(𝑢, 0)(1 −  𝑣) + 𝑃(𝑢, 1)𝑣          (8) 

 

O de forma matricial esta dado por 

 

𝑆(𝑢, 𝑣) = [𝑥(𝑢, 𝑣) 𝑦(𝑢, 𝑣) 𝑧(𝑢, 𝑣)]          (9) 

     =  [1 − 𝑣 𝑣] [
𝑃(𝑢, 0)
𝑃(𝑢, 1)

]           

 

Ahora note, que dos de los extremos de la superficie 

interpolante coincide con las curvas dadas; es decir, 𝑄(𝑢, 0) =
𝑃(𝑢, 0) y 𝑄(𝑢, 1) = 𝑃(𝑢, 1). 

 

C. Superficie Cilíndricas  

Fig. 1 Superficie Bilineal [26]. 

Fig. 2 Interpolación bilineal en el 

espacio paramétrico 
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Las líneas rectas en una superficie reglada se llaman sus 

generatrices. Si todas las generatrices son paralelas, nuestra 

superficie reglada es cilíndrica [28]. Recordemos que una 

superficie reglada queda definida conociendo las curvas 

fronteras opuestas 𝑃(𝑢, 0)  y 𝑃(𝑢, 1) . De modo que, la 

superficie reglada está dada por [26] 

 

𝑃(𝑢, 𝑣) = 𝑃(𝑢, 0)(1 − 𝑣) + 𝑃(𝑢, 1)𝑣             (10) 

 

Como caso particular de superficies regladas, están las 

denominadas cilindros generalizados, que se obtienen al 

desplazar una curva 𝑆(𝑢, 0) a través del plano siguiendo una 

trayectoria recta [25]. 

Sea el vector 𝑊 que indica la dirección de desplazamiento 

de la curva 𝑃(𝑢, 0), y sustituyendo en la ecuación (15), por la 

curva de traslación 𝑃(𝑢, 1) = 𝑃(𝑢, 0) + 𝑊, se obtiene 

 

𝑃(𝑢, 𝑣) = (1 − 𝑣)𝑃(𝑢, 0) + 𝑣[𝑃(𝑢, 0) + 𝑊]       (11) 
             =  𝑃(𝑢, 0)  +  𝑣𝑊  

 

D. Superficie Revolución  
 

Otro método simple para generar superficies 

tridimensionales es rotando una curva 3D alrededor de un eje 

en el espacio [25]. Este tipo de superficies son llamadas 

superficies de revolución. Las superficies de revolución se 

obtienen por rotación de la generatriz respecto del eje de giro, 

la directriz [29]. Sin perder generalidad considere como eje de 

rotación el eje positivo 𝑥 y la curva a rotar contenida en el plano 

𝑥𝑦. Sea la curva generatriz 𝐶(𝑢) con ecuación paramétrica. 

 

𝑐(𝑢) = [𝑥(𝑢) 𝑦(𝑢) 0]           (12) 

 

Una rotación del ángulo 𝜑 alrededor del eje 𝑥 viene dada por la 

transformación 

 

[𝑇(𝑣)] = [
1 0 0
0 cos (𝑣) 𝑠𝑒𝑛(𝑣)
0 −𝑠𝑒𝑛(𝑣) cos (𝑣)

]         (13) 

 

Con lo cual la superficie es: 

 

𝑆(𝑢, 𝑣) = 𝐶(𝑢)[𝑇(𝑣)]            (14)

  

= [𝑥(𝑢) 𝑦(𝑢) 0] [
1 0 0
0 cos (𝑣) 𝑠𝑒𝑛(𝑣)
0 −𝑠𝑒𝑛(𝑣) cos (𝑣)

] 

= [𝑥(𝑢) 𝑦(𝑢)cos (𝑣) 𝑦(𝑢)𝑠𝑒𝑛(𝑣)] 
 

 

E. Superficie Swung  

 

Una generalización de las superficies de revolución es las 

denominadas superficies Swung (del inglés Swung: balancear, 

oscilar, abatir) [25]. Esto es, en lugar que la curva 𝐶1(𝑢) gire 

alrededor de una superficie, considere una curva arbitraria 

𝐶2(𝑣) = [0 𝑐(𝑣) 𝑠(𝑣)]. 
Considere el producto de dos curvas, contenido 

respectivamente en los planos 𝑋𝑌 y 𝑋𝑍. 

 

𝐶1(𝑢) = [𝑥(𝑦) 𝑦(𝑢) 0] y 𝐶2(𝑢) = [0 𝑐(𝑣) 𝑠(𝑣)]    (15) 

 

Por analogía con el procedimiento constructivo para las 

superficies de revolución, se obtiene la superficie 

 

𝑆(𝑢, 𝑣) = [𝑥(𝑢) 𝑦(𝑢) 0] [
1 0 0
0 c(𝑣) 𝑠(𝑣)

0 −𝑠(𝑣) c(𝑣)
]        (16) 

       = [𝑥(𝑢) 𝑦(𝑢)𝑐(𝑣) 𝑦(𝑢)𝑠(𝑣)] 
 

Donde, ahora la matriz no tiene por qué ser ortogonal, pues 

en general 𝑐2(𝑣) + 𝑠2(𝑣) ≠ 1. 

 

III.  IMPLEMENTACIÓN DE SUPERFICIES EN PYTHON 

A continuación, se mostrarán las clases definidas en Python 
para definir las superficies que se estudiaron. 

 

A. Clase para superficie bilineal  
 

La clase Bilinearsurface permite graficar este tipo de 

superficies, donde lo único que necesita son los puntos 

𝑃00 , 𝑃01, 𝑃10  𝑦 𝑃11 .  A continuación, se muestra cómo funciona 
esta clase donde Surfacebilineal_graph es un atributo de la 

clase en mención y los parámetros: puntos, líneas y superficie 

toman valores boolenos, que permitirá controlar los objetos a 

mostrar en el gráfico. 

 

Bilinearsurface().Surfacebilineal_graph(p00,p01,p10,p1
1, puntos=True, lineas=True, superficie=True) 

 

Esos son los parámetros principales (obligatorios) del 
atributo Surfacebilineal_graph, pero se le pueden pasar más, 

los mismos parámetros que usa go.surface() de Plotly para 

graficar superficies. Entre los principales se tiene: 

colorscale=’viridis’, opacity =0.5 y showscale=False. 

 Si consideramos los puntos ubicados en un cubo unitario, 

como se muestra en la Fig. 3. Sea 𝑃00 = [1 0 0], 𝑃01 =
[0 1 0] , 𝑃10 = [0 0 1]  y 𝑃11 = [1 1 1] , donde la 

interpolación de los puntos genera un paraboloide hiperbólico.  

 

Sustituyendo los puntos dados en (6), tenemos: 

 

𝑃(𝑢, 𝑤) =  [1 0 0](1 − 𝑢) + [0 1 0](1 − 𝑢)         (17) 

      +[0 0 1]𝑢(1 − 𝑤) + [1 1 1]𝑢𝑤         

 

cuya ecuación es 

 

𝑃(𝑢, 𝑤) = [1 − 𝑤 + 𝑢(2𝑤 − 1) 𝑤 𝑢]        (18) 
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 Ahora, con la implementación de la clase Bilinearsurface 

en Python, mostraremos su uso. Para este caso solo necesitamos 

4 puntos que son 𝑝00, 𝑝01, 𝑝10, 𝑝11 

 
Bilinearsurface().Surfacebilineal_graph(p00=[1,0,0],p0
1=[0,1,0], p10=[0,0,1], p11=[1,1,1], puntos=True, 
lineas=False, superficie=True, colorscale='viridis', 
showscale=False) 

 

B. Clase para superficie Regladas 
 

Rulersurface permite graficar superficies regladas 

utilizando su método Surfaceruler_graph. Este requiere dos 

curvas (curva_1 y curva_2), que deben ser listas de puntos que 

representan las curvas, fácilmente generadas con la librería 

numpy. El parámetro j define un rango asociado a la variable 𝑣 
de la superficie, mientras que los parámetros booleanos curvas 

y superficie permiten controlar la visualización de las curvas y 

la superficie, respectivamente. 

 

Rulersurface().Surfaceruler_graph(curva_1, curva_2, 
j=[v_1,v_2], curvas=True, superficie=True) 

 

 A modo de ejemplo, considere las curvas 

 

𝑃(𝑢, 0) = [cos(𝑢) sen(𝑢) 5]         (19) 

𝑃(𝑢, 1) = [2cos(𝑢) 3 sen(𝑢) 0]        (20) 

 

una circunferencia y una elipse, respectivamente. La ecuación 

de la superficie reglada es 

 

𝑆(𝑢, 𝑣) = [(1 + 𝑣) cos(𝑢) (1 + 2𝑣)𝑠𝑒𝑛(𝑢) 5 − 5𝑣]    (21) 

 

que representa a un cono truncado, de base superior la 
circunferencia y base inferior la elipse, ver Fig. 4. 

 

 Ahora, con la implementación de la clase Rulersurface en 

Python, mostraremos su uso. Primero, definiremos los 

parámetros 𝑐𝑢𝑟𝑣𝑎1 , 𝑐𝑢𝑟𝑣𝑎2 y 𝑗 que es el rango de la variable 𝑣 

 
u = np.linspace(0, 2*np.pi, 30) 
C_u1 = [np.cos(u), np.sin(u), 5+0*u] 
C_u2 = [2*np.cos(u), 3*np.sin(u), 0*u] 
Rulersurface().Surfaceruler_graph(curva_1=C_u1, 
curva_2=C_u2, j=[0,1], curvas=True, superficie=True, 
colorscale='viridis', opacity=0.95, showscale=False) 

 

C. Clase para superficies cilíndricas 
 

Esta clase es similar a la de las superficies regladas, solo 

que aquí necesita como entrada una curva y el vector dirección 

𝑊. Los otros parámetros cumplen la misma función como en 

las superficies regladas. 

. 
Cylindricalsurface().Surfacecylindrical_graph(curva_1, 
W=[a, b, c], j=[v_1, v_2], curvas=True, 
superficie=True) 

 

En la Fig. 5 se muestra una superficie cilíndrica, donde la 

curva base es una rosa de cuatro pétalos, cuya ecuación 

paramétrica está dada por 

 

𝑃(𝑢, 0) = [cos(2𝑢) cos(𝑢) cos(2𝑢) 𝑠𝑒𝑛(𝑢) 0]      (22) 

 

que descansa sobre el plano XY; siguiendo la dirección del 

vector 𝑊 = [0 1 1]. 
 

se obtiene la curva de traslación 

 

𝑃(𝑢, 1) = 𝑃(𝑢, 0) + 𝑊            (23) 

             = [cos(2𝑢) cos(𝑢) cos(2𝑢) 𝑠𝑒𝑛(𝑢) 0] 
                 +[0 1 1]   
             = [cos(2𝑢) cos(𝑢) cos(2𝑢) 𝑠𝑒𝑛(𝑢) + 1 1] 
 

De donde 

 

𝑃(𝑢, 1) = [cos(2𝑢) cos(𝑢) cos(2𝑢) 𝑠𝑒𝑛(𝑢) + 1 1]      (24) 

 

 La superficie cilíndrica generada tiene un ángulo de 

inclinación de 𝜑 =
𝜋

4
, dado por el vector 𝑊. De le ecuación 

(11), se tiene que le ecuación de la superficie cilíndrica está 
dada por 

 

𝑃(𝑢, 𝑤) = [cos(2𝑢) cos(𝑢) cos(2𝑢) 𝑠𝑒𝑛(𝑢) 0]      (25) 
                  +𝑤[0 1 1] 
  = [cos(2𝑢) cos(𝑢) cos(2𝑢) 𝑠𝑒𝑛(𝑢) + 𝑤 𝑤] 
 

 Ahora, con la implementación de la clase 

Cylindricalsurface en Python, mostraremos su uso. Primero, 

Fig. 3 (Izquierda) Cubo unitario mostrando los puntos a 

interpolar; (derecha) Superficie bilineal resultante: Paraboloide 

hiperbólico 

Fig. 4 (Izquierda) curvas fronteras cuyas bases son 

una elipse y una circunferencia; (derecha) Superficie 

reglada resultante: cono truncado 
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definiremos los valores: 𝑢 (parámetro de la curva), 𝐶1 (curva) 

y 𝑊 (vector dirección). 

 
u = np.linspace(0, 2*np.pi,50) 
C1= [np.cos(2*u)*np.cos(u), np.cos(2*u)*np.sin(u), 0*u] 
W = [0,1,1] 
Cylindricalsurface().Surfacecylindrical_graph(curva_1=
C1, W=[0,1,1], j=[0,1], curvas=True, superficie=True, 
colorscale='viridis', showscale=False) 

 

 Donde la curva base que es una rosa de cuatro pétalos se 

ha graficado con 50 puntos y le vector dirección es 𝑤 =
[0 1 1]. 
 

 De manera similar, podemos utilizar como curva base la 

ecuación de la espiral [30]. Esta ecuación, expresada en 

coordenadas polares, tiene la forma 𝑟 = 𝜃2 . Al convertirla a 

ecuaciones paramétricas y realizar algunos ajustes para que el 

parámetro sea 𝑢 = [0, 2𝜋], obtenemos la siguiente ecuación 

 

𝐶1(𝑢) = [(
𝑢

4
)

2

cos 4𝑢 , (
𝑢

4
)

2

sin 4𝑢]         (26) 

 

 Entonces de forma práctica ya podemos hacer uso de 

nuestra clase en Python definiendo sus parámetros 

 
u = np.linspace(0, 2*np.pi, 100) 
C1 = [(u/4)**2*np.cos(4*u), (u/4)**2*np.sin(4*u), u*0] 
W = [0, 0, 2] 
Cylindricalsurface().Surfacecylindrical_graph(curva_1=
C1, W=[0,1,2], j=[0,1], curvas=True, superficie=True, 
colorscale='viridis', showscale=False) 

 

 

 

D. Clase para superficies de revolución  
 

 

La clase Revolutionsurface, a través de su método 

Surfacerevolution_graph, permite graficar superficies de 

revolución. Solo se requiere la curva generatriz definida en el 

plano 𝑥𝑦 . El parámetro 𝑗 = [0, 2𝜋]  determina que la curva 

realice una rotación completa alrededor de la circunferencia. No 

obstante, este rango es ajustable, para una rotación parcial de 

media circunferencia, se puede establecer como 𝑗 = [0, 𝜋]. 
 

Revolutionsurface().Surfacerevolution_graph(curv
a_1, j=[0, 2*np.pi], curva=True, 
superficie=True) 

 
La Fig. 7 muestra dos ejemplos de superficies de revolución. La 

primera es el resultado de rotar un segmento de la función seno  

 

𝐶(𝑢) = [𝑢 1.5 + 𝑠𝑒𝑛(𝑢) 0]          (27) 

 

con 𝑢 ∈ (0,
3𝜋

2
)  alrededor del eje X. La ecuación de la 

superficie resultante es 

 

𝑃(𝑢, 𝑣) = 𝑐(𝑢) [
1 0 0
0 cos(𝑣) 𝑠𝑒𝑛(𝑣)

0 −𝑠𝑒𝑛(𝑣) cos(𝑣)
]        (28) 

       = [𝑢
(2 sin(𝑢)+3) cos(𝑣)

2

(2 sin(𝑢)+3) sin(𝑣)

2
] 

 

 La visualización de esta superficie en Python usando la 

clase se muestra a continuación  

 
u = np.linspace(0, 3*np.pi/2, 30) 
C1 = [u, 1.5+np.sin(u), 0*u] 
Revolutionsurface().Surfacerevolution_graph(curva_1=C1
, j=[0, 2*np.pi], curva=True, superficie=True, 
colorscale='viridis', showscale=False) 

 

 La segunda superficie que se muestra en la Fig. 7 es el 

resultado de rotación de la circunferencia centrada en [0, 1, 0] 
y radio 1/2  contenido en el plano 𝑥𝑦. 

 

𝐶(𝑢) = [
cos(𝑢)

2
1 +

𝑠𝑒𝑛(𝑢)

2
0] tal que 𝑢 ∈ (0,2𝜋).      (29) 

 
 La implementación en Python viene dada por 

 
u = np.linspace(0, 2*np.pi, 50) 
C1 = [(1-2*np.cos(u))*np.sin(u),4+(1-2*np.cos(u)) 
*np.cos(u),0*u] 
Revolutionsurface().Surfacerevolution_graph(curva_1=C1, 
j=[0, 2*np.pi], curva=True, superficie=True, 
colorscale='viridis', showscale=False) 

 

Fig. 5 Superficie con curvas fronteras: 

Rosa de cuatro pétalos. 𝑤 = [0 1 1]. 

Fig. 6 Superficie generada por curvas de espirales 
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 De manera similar, construiremos una superficie a partir de 

la ecuación de la cardioide. En coordenadas polares, esta se 

define por 𝑟2 = 2𝑟 − 2𝑟 cos(𝜃)  [30]. Al convertirla a 

ecuaciones paramétricas y realizar un pequeño ajuste para 

trasladarla 4 unidades en el eje 𝑦, además de generar un punto 

doble, obtenemos la siguiente ecuación 

 

𝐶1(𝑢) = [(1 − 2 cos(𝑢) ) sin(𝑢) , 4         (30) 

              +(1 − 2 cos(𝑢)) cos(𝑢)]       

  

 Entonces de forma práctica, podemos hacer uso de nuestra 
clase Revolutionsurface() en Python definiendo los parámetros 

 
u = np.linspace(0, 2*np.pi, 50) 
C1=[(1-2*np.cos(u))*np.sin(u), 4+(1-
2*np.cos(u))*np.cos(u), 0*u] 
Revolutionsurface().Surfacerevolution_graph(curva_1=C1, 
j=[0, 2*np.pi], curva=True, superficie=True, 
colorscale='viridis', opacity=0.8, showscale=False) 

 

 

E. Clase para superficies swung 
 

Por último, la clase Swungsurface incluye el método 

Surfaceswung_graph, que requiere como parámetros dos 

curvas: curva_1, que actúa como la curva generatriz en el plano 

𝑥𝑦, y curva_2, que es la curva directriz en el plano 𝑦𝑧. 

 

Swungsurface().Surfaceswung_graph(curva_1, curva_2, 
curvas=True, superficie=True) 

 

Es importante destacar que, todas las clases mencionadas 
esperan que las curvas se ingresen como listas de puntos, no de 

forma simbólica. Además, estas clases permiten incorporar 

parámetros adicionales, compatibles con los utilizados en 

go.Surface() de la librería Plotly, como se detalló previamente 

en el apartado de superficies bilineales. 

 
La Fig. 8 muestra una superficie Swung. Donde la curva 

directriz es la función seno de ecuación 

 

𝐶1(𝑢) = [𝑢 1.5 + 𝑠𝑒𝑛(𝑢) 0] tal que 𝑢 ∈ [0,
3𝜋

2
 ].     (31) 

 

que descansa en el plano 𝑋𝑌; y la curva generatriz es una 

astroide que descansa en el plano 𝑌𝑍. 

 

𝐶2(𝑣) = [0 cos3(𝑣) 𝑠𝑒𝑛3(𝑣)] tal que 𝑣 ∈ [0, 2𝜋 ]     (32) 

 

Donde la ecuación de la superficie está dada por 

𝑆(𝑢, 𝑣) = 𝐶1(𝑢) [
1 0 0
0 cos3(𝑣) 𝑠𝑒𝑛3(𝑣)

0 −𝑠𝑒𝑛3(𝑣) cos3(𝑣)
]       (33) 

= [𝑢 (1.5 + 𝑠𝑒𝑛(𝑣)) cos3(𝑣) (1.5 + 𝑠𝑒𝑛(𝑢))𝑠𝑒𝑛3(𝑣)] 

Su implementación en Python es de la siguiente forma 

 

u = np.linspace(0, 3*np.pi/2, 50) 
v = np.linspace(0, 2*np.pi, 50) 
C1 = [u, 1.5+np.sin(u), 0*u] 
C2 = [0*u, np.cos(v)**3, np.sin(v)**3] 
Swungsurface().Surfaceswung_graph(curva_1=C1, 
curva_2=C2, curvas=True, superficie=True) 

 

De la misma forma utilizaremos en coordenadas polares la 

ecuación de estrella de tres puntas. Su ecuación es 𝑟 = 2 +
cos(3𝜃)  [30].  En ecuaciones paramétricas ajustándolo para 

reducir su tamaño es 

 

𝐶(𝑣) = [(1.5 + cos(3𝑣)) cos(𝑣),           (34) 

              (1.5 + cos(3𝑣)) sin(𝑣)] 
 

Para la ecuación de estrella de tres puntas tenemos 

 
u = np.linspace(0, np.pi, 50) 
v = np.linspace(0, 2*np.pi, 100) 
C1 = [u, 1.5+np.sin(u), 0*u] 
C2 = [0*v, (1.5+np.cos(3*v))*np.cos(v), 
(1.5+np.cos(3*v))*np.sin(v)] 

Fig. 8 Superficie de revolución generada por la curva 

cardioide 

Fig. 9 Superficie generada por una directriz de función seno 

Fig. 7 (Izquierda) Rotación de la función seno. 

(Derecha) Rotación de una circunferencia 
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Swungsurface().Surfaceswung_graph(curva_1=C1, 
curva_2=C2, curvas=True, superficie=True, 
colorscale='viridis', opacity=0.95, showscale=False) 

 

 

IV.  DISCUSIONES  
 

En este estudio, se propone un modelo de integración entre 

conceptos matemáticos avanzados y herramientas 

computacionales accesibles, promoviendo así un aprendizaje 

interactivo y práctico. La implementación en Python facilita la 

visualización y manipulación de superficies, lo que representa 

una ventaja significativa tanto en el ámbito educativo como en 

el profesional. Además, no solo facilita la enseñanza de 

conceptos de programación, sino que también mejora la 

preparación profesional de los estudiantes al integrarse con 

tecnologías innovadoras. Además, su enfoque práctico, como 

experimentos en reconocimiento de imágenes, aprendizaje 
automático y análisis de datos, demuestra la aplicabilidad de 

Python en diversos campos, fomentando el aprendizaje activo y 

la investigación científica. La combinación de teoría y práctica, 

junto con la integración de la programación en un entorno 

experimental, convierte a Python en una herramienta educativa 

inclusiva, versátil y fundamental para la formación en 

ingeniería y tecnología [31, 32 ,33]. 

Uno de los principales aportes de esta investigación es su 

capacidad para conectar la teoría geométrica con herramientas 

computaciones como Python, ya que estos conceptos 

matemáticos en particular se pueden conectar con aplicaciones 
reales, particularmente en disciplinas como la ingeniería, la 

arquitectura y el diseño industrial. Las superficies regladas y 

cilíndricas, por ejemplo, tienen un papel fundamental en el 

diseño de estructuras arquitectónicas y componentes 

aeroespaciales, lo que evidencia la aplicabilidad y relevancia 

del estudio en contextos prácticos. 

Además, este estudio trabaja con el concepto de superficies 

Swung, una generalización de las superficies de revolución, en 

las que la curva generatriz no solo rota alrededor de un eje fijo, 

sino que también se desplaza a lo largo de otra curva arbitraria. 

Esta ampliación de las posibilidades geométricas abre nuevas 

perspectivas en el modelado tridimensional y fomenta la 
creatividad en el diseño computacional. 

El objetivo de este estudio es integrar la teoría geométrica, 

en particular la construcción de diversos tipos de superficies, 

con herramientas de programación modernas como Python. 

Esto no solo permite una comprensión más profunda de las 

propiedades geométricas, sino que también incentiva a los 

estudiantes y profesionales a familiarizarse con un lenguaje de 

programación versátil y ampliamente utilizado en la academia 

y la industria [34, 35]. Más allá de la enseñanza, este trabajo 

abre nuevas posibilidades para la investigación y el desarrollo 
en áreas como la ingeniería, la arquitectura y la educación. 

Sin embargo, el estudio puede expandirse aún más 

mediante una comparación detallada con otras herramientas de 

modelado geométrico, como MATLAB o software 

especializado en el diseño geométrico asistido por computadora 

(CAGD).  

 

V.  CONCLUSIONES 
 

Este estudio implementó cinco técnicas clásicas de 

generación de superficies a partir de curvas planas, utilizando 

Python como herramienta pedagógica para facilitar su 
visualización y comprensión en el contexto de la educación 

superior. La propuesta demostró que el uso de lenguajes de 

programación accesibles permite no solo representar 

superficies complejas, sino también explorar sus propiedades 

geométricas de forma interactiva. 

Los algoritmos desarrollados permitieron la construcción 

dinámica de superficies bilineales, regladas, cilíndricas, de 

revolución y Swung, brindando a los estudiantes una 

experiencia práctica en el modelado geométrico. Esta 

integración entre geometría y programación constituye un 

recurso eficaz para fortalecer el aprendizaje y promover nuevas 

aplicaciones en diseño, arquitectura e ingeniería. 
Los resultados obtenidos evidencian que la integración de 

herramientas computacionales con el modelado geométrico 

permite no solo una representación eficiente de superficies, sino 

también un análisis detallado en conceptos matemáticos. Este 

trabajo ha contribuido al campo del modelado geométrico 

asistido por computadora al proporcionar metodologías y 

herramientas que facilitan la generación y análisis de 

superficies, abriendo nuevas oportunidades para futuras 

investigaciones en optimización geométrica, diseño generativo 

y aplicaciones en ingeniería avanzada.  

Como proyección futura, se sugiere ampliar estas 
metodologías hacia superficies más complejas y evaluar su 

aplicación comparativa con otras plataformas de modelado 

geométrico asistido por computadora. 
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