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Abstract—In this research work, the analytical solutions with
Caputo and Caputo-Fabrizio derivative were analyzed in the RC
electric circuit model from integer order to fractional order, with
the objective of analyzing and simulating the RC electric circuit
model by means of fractional order equations, so the RC electric
circuit model was analyzed by different methods of solution
of fractional order differential equations and the simulation of
the RC electric circuit model was performed using Wolfram
Mathematica 10.4 software. The methodology of this research
is framed in the descriptive-deductive. For the modeling, the
physical laws and the transition from the ordinary derivative
operator to the fractional operator were used, then for the
analytical solution it was analyzed by means of the special Mittag-
Leffler function, Laplace transform and the inverses of some
functions. Finally, for the simulation of a constant source and
periodic source of the RC electric circuit model of fractional
order, the Wolfram Mathematica 10.4 software was used. The
most relevant result is that an analogy was established between
the ordinary differential equations and the fractional differential
equations by means of Caputo and Caputo-Fabrizio fractional
derivatives. This allowed to analyze the behavior of the RC
electric circuit.

Index Terms—Fractional Derivative, Differential Equations of
fractional order, Electric Circuit (RC).
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Analisis y Simulacion del Modelo Circuito
Eléctrico RC Mediante Ecuaciones Diferenciales
Fraccionarias
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Resumen—En este trabajo de investigacion, se analizaron las
soluciones analiticas con derivada de Caputo y Caputo-Fabrizio
en el modelo circuito eléctrico RC de orden entero al orden
fraccionario, con el objetivo de analizar y simular el modelo
circuito eléctrico RC mediante ecuaciones de orden fraccionario,
por lo que se analizé6 el modelo circuito eléctrico RC por
diferentes métodos de solucion de ecuaciones diferenciales de
orden fraccionario y se realizé la simulacion del modelo circuito
eléctrico RC usando software Wolfram Mathematica 10.4. La
metodologia de esta investigacion se enmarca en el descriptivo-
deductivo. Para el modelamiento se utilizaron las leyes fisicas
y la transicion del operador derivado ordinario al operador
fraccionario, luego para la solucion analitica se analizé por
medio de la funcion especial de Mittag-Leffler, transformada de
Laplace y las inversas de algunas funciones. Finalmente para
la simulacion de una fuente constante y fuente periodica del
modelo circuito eléctrico RC de orden fraccionario, se utilizo el
software Wolfram Mathematica 10.4. El resultado mas relevante
es que se establecio una analogia entre las ecuaciones diferenciales
ordinarias y las ecuaciones diferenciales fraccionarias mediante
derivadas fraccionarias de Caputo y Caputo-Fabrizio. La cual
permitié analizar el comportamiento del circuito eléctricos RC.

Index Terms—Derivada Fraccionaria, Ecuaciones Diferenciales
de orden fraccionaria, Circuito eléctrico (RC).
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I. INTRODUCCION

El célculo de orden fraccionario es objeto de investigacion
desde hace mucho tiempo. En 1695, Leibniz y L Hospital
definieron la derivada media de una funcion como d?; Sft ),
para n = 1/2. Riemann-Liouville, Cayley y otros matematicos
contribuyeron significativamente al desarrollo del calculo de
orden fraccionario; desde su primera conferencia en la década
de 1970, el calculo de orden fraccionario ha logrado avances
significativos tanto en matemadticas puras como aplicadas. Hoy
en dia, las investigaciones son en matemadticas puras; aplicadas
en ingenieria, fisica y quimica Ref. [1]-[4]; Asi como en este
trabajo de investigacién, que modela el circuito eléctrico RC
de orden fraccionaria utilizando las leyes Fisicas mediante
la transicién del operador derivado ordinario al operador
fraccionario para voltaje del capacitor en funcién del tiempo.
luego se analiza por medio de una derivada fraccionaria de
Caputo y Caputo-Fabrizio para una fuente Constante y fuente
Periddica utilizando la Transformada de Laplace,luego por la
Transformada inversa de Laplace acompanado por la funcién
especial de Mittag-Leffler. finalmente se hace la simulacién




utilizando el software WOLFRAM MATHEMATICA version
10.4 para diferentes valores iniciales y diferentes valores de or-
den exponencial desde 0.2 al 1 e implicitamente demostrando
un resultado 6ptimo para la derivada fraccionaria de Caputo-
Fabrizio.

II. MATERIALES Y METODOS

Luego de la definicién de f asi como en [3], [5]. Para [a, b]
dominio en R, se define la funcién Gamma para todo nimero
positivo z Ref. [6]:

F(m):/ e " dt
0

también la funcién Beta 8 : Rt x RT — R estd definida
por:

1
Blz,y) = / t*1(1 — t)V~'dt; para x,y mayores a cero .
0

La Transformada de Laplace para una funcién f(¢) estd
representada por £ {f(t)}, donde.

CUf) = / T et f ()t M

En general, denotaremos la transformacién por F(s) =

L{f®)}.
Finalmente se define la funcién Mittag-Leffler con sus
respectivas Transformada de Laplace.

A. Funcion de Mittag-Leffler de un pardmetro o

Para z variable y « parametro, La funcién Mittag-Leffler
para un parametro se define en Ref. [3]:

Eo(2) = kzo ﬁ (Re(a) > 0) )

B. Funcion de Mittag-Leffler de dos pardmetros «, [3.

Se generaliza el caso anterior asi como sigue, donde z
es una variable y «, [ son dos pardmetros con las mismas
restricciones

= Tk i d ®
P ak + )
C. Transformada de Laplace de la Funcion Mittag-Leffler

Al aplicar Ecuacién (1) en la Ecuacién (2) y la primera
derivada con respecto a ¢t dada desde Ref. [7] es:

a—1
A
LA, = 2 ©

Para s, a, S que pertenece a los complejos, Re(a) > 0,

Re(B) > 0, se cumple para todo ¢ > 0, Re(\) > 1.
ga—p
L{ T Bap(M)} = —— (6)

demostracion
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B—1 oo (At*)k Ctepo1 (AP
£ {t Xk=o I'(ak + B) PHOQ./ ¢ Z F(ak-{-B)

AP F t,B—14+ak
=y —  _ lim e StP—Itak gy
2 k=0 T(ak + B) Prs /0

k
Zk 0F< !

L: tﬁ+ak 1
k+B) { }

I(ak + 5)
Sﬁ"rak?

B Zl"ak—i—ﬂ

= D Grer

k=0

RN
= 72
0

L{tP " Eq (M)}

D. Derivada fraccionaria de Caputo:

CD2f) = e [ om0 0

Donde o > 0 es el orden de la derivada de f, n = [a]+1 € N;
n es la parte entera de o mdas uno y su Transformada de
Laplace es:

n—1
LI} = =D R0 ®)
Donde F(s) es la transformada de Laplace de f(t) y n =
[a] + 1.

E. Derivada fraccionaria de Caputo-Fabrizio:

La derivada fraccionaria de Caputo presenta una comple-
jidad computacional; para evitar ese problema se propone la
derivada de Caputo-Fabrizio; esta derivada es obtenida a partir
del cambio de Kernel Ref. [8]; Caputo-Fabrizio propone una
nueva definicién de derivada fraccionaria. Esencialmente, para
0 < a < 1, proponen sustituir el ndcleo integral (z — ¢)™¢
presente en la definicién cldsica de la derivada fraccionaria

—a(z —t
de Caputo, por la funcién exp( o;(x )) y la constante
1
multiplicativa Ti—a) por M(a) € R, donde M («) es un

pardmetro dependiente de « de modo que M (0) = M(1) = 1.
Se obtiene asi, para una funcién f, la derivada fraccionaria de
Caputo-Fabrizio.

M (C() z a(z—t)
CF na e
D2 f(x) = O )
l—-a/,
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Donde o € [0,1], f(z) € AC™[a,b] para a < b se

define la derivada fraccionaria de Caputo-Fabrizio; asi mismo
M(a)

es una funcién de normalizacién con la propiedad

(e
M(©O) = M(1) = 1. La transformada de Laplace de la
derivada fraccionaria de Caputo-Fabrizio, se define como:
0)
LISFDEf(t)) = 7f( 10
{6 (0} = s+a(l—s) (10)
demostracion
CF ma 1 t —a(t—u) s
c{{rDyf(t)} = e 1-o f (u)du
1l -« 0
,Ma) =1
1 o i—w)
= e[ T
1 —at ’
CF na — T—a
L{§Dpf)}) = ——c{eTxf ()]

por Transformada de Laplace

= 2 {efem) 2w}

1 11—«
1—01{5(1—a)+a (SF(S)_f(O))}
F(s) - £(0
c{§roesw) = IO

III. CONCEPTOS PRELIMINARES

la Ley de Ohm relaciona el valor de el resistor con la
intensidad de corriente que lo atraviesa y la diferencia de
potencial entre sus extremos.

Vr(t) = (1)

Donde: i(t) es la corriente, medido en amperios (A), Vg(t)
es voltaje del resistor medido en voltios V', y R es el resistor
del conductor, medida en ohmios §2.

Ri(t)

El circuito RC esta compuesto de resistencia R y capacitor
C' alimentados por una fuente eléctrica F(bateria), entre las
caracteristicas de los circuitos RC estd la propiedad de ser
lineales invariantes en el tiempo, como se muestra en la Figura
1.

Ley del voltaje de Kirchhoff para un circuito RC es La suma
algebraica de los voltajes en torno a cualquier circuito cerrado
en un circuito es idéntica a cero en todo momento Ref. [9].

Vi + Ve = B(1) (12)

En la construccidn de la ecuaciones diferencial fraccionaria
del circuito RC, en los trabajos Ref. [1], [10]; el paso de la
derivada ordinaria a la fraccionaria es directa, en Ref. [2]; se
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E(1) ==~

Fig. 1. Circuito Eléctrico RC

ha propuesto una forma sistemdtica de construir ecuaciones
diferenciales fraccionarias; para esto se propuso la transicién
del operador derivado ordinario al operador fraccionario de la
siguiente manera:

d . 1 d*
dt ol-o dt
Donde o € (0,1] y o es un pardmetro que representa los

componentes de tiempo fraccionario en el sistema.
A. Circuito RC Ordinario

De la misma manera se traduce desde la Ecuacién. (12)

dq(t) | aq(t)

13)

—+ =" = Et
Ba T o ®)
d 1 E)
VetV s = 5= (14)
Para 0
E(t
Pit)=—-,V.(t) = == 15
() = = Velt) = (1)
Al multiplicar por su factor integrante ewC, se tiene.
d e E(t)ewrc
- - t o -7
Vc(t)( (t)eme) RO
Vc(t)eTtC = —i(é)/el%cdt
_ E(t)RC u
ol ol
Vo(t) = E(t)e 70 +ke~mo  (16)

Cuando Ey =20V, Vo =0V, R =100 y C = 4700uF en
la ecuacion (16).

Voi(t=0) = ke ®c®420
Voo = k+20
ko= —20 (17)

Se obtiene al reemplazar la Ecuacion (17) en la Ecuacion (16).

Vo(t) = 20(1—e 70) (18)

La Figura 2. muestra la grifica de la funcién (18), que es
la solucién de la ecuacién diferencial (14) para un capacitor
descargado.
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Fig. 2. Solucion del circuito RC para un capacitor descargado.

También para. Fy = 0V, Vp = 20V, R = 100Q y C =
4700 F en la ecuacién (16).

Vit=0) = ke 7?40
Vo = k
ko= 20

Finalmente se obtiene al reemplazar la ecuacién (19) en la
ecuacion (16).

Vo(t) = 20e 7o (19)

La Figura 3. Muestra la grifica de la funcién (19), que es
la solucién de la ecuacidn diferencial (14) para un capacitor
cargado.
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Fig. 3. Solucién del Circuito RC para un Capacitor Cargado

IV. RESULTADOS Y DISCUSION
A. Ecuacion Diferencial Fraccionaria del Circuito RC

Utilizando la transiciéon del operador derivado ordinario al
operador fraccionario ecuacién Ref. (13); Es decir el modelo
del circuito eléctrico RC se transforma en un modelo circuito
eléctrico RC de orden fraccionaria asi como sigue:

Ve(t) E(t)

oDEVel) + Reys = ROy

Aplicando la transformada de Laplace para la derivada de
Caputo y Caputo-Fabrizio.

ae (0,1  (20)
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B. Solucion del Circuito RC Fraccionaria a Través de la
Derivada de Caputo.

« Fuente constante.

Considerando (RO)" = 7% E(l) = FEy,V(0) =

Vo; Vo = 0. Reemplazando las condiciones iniciales
en ecuacion (20) Aplicando la transformada de Laplace
obtenemos.

LA{DV.(t)} = L{Eom®} — L{V.()™™} (D)
a—lV E, a—1 E,
V(s)= 20 - 200y 20 2
s + T« sd + T S
Por Transformada inversa de Laplace se tiene.
Ve(t) = Eo+ (Vo — Eg)Ea1(—7%-t%)  (23)

La Figura 4. Muestra la gréfica de la funcién (23), para
Ey =20V, Vo =V(0), R=100Q y C = 4700uF.

— a=0.2
a=0.4
a=0.6
— a=0.8

— a=1

t
2 4 6 8 10

Fig. 4. Solucién para Fuente Constante; Capacitor Descargado

La Figura 5. Muestra la gréfica de la funcién (23), para
Ey =V(0), Vo =20V, R=100Q y C = 4700uF.

1%

2 4 6 8 10

Fig. 5. Solucién para Fuente Constante; Capacitor Cargado

o Fuente periédica. Considerando E(t) =

1
V)=V V>0, —— =7
(0) = Vo; Vo > "o "

Reemplazando las condiciones iniciales en la ecuacién
(20) y Aplicando la transformada de Laplace se obtiene.

LDV} + L{VL(t)7*} = L{Eo7" sin(wt)}
(24

Ejsin(wt),

“Ingenieria, Inteligencia Artificial y Tecnologias Sostenibles al servicio de la 5



L {sin(wt)} st

‘/C(S) = Eyt® + W (25)

SO( + 7—& SO( + 7—&
Por Transformada inversa de Laplace se tiene.
L {sin(wt)}

Vo Ea(~(5)°),

B=1,A=—7% en (6)

V.(t) = £ {Eora

= VOEQ(_(%)G) + Eor L™} {,c {sin(wt)} ﬁ}

Vot) = VoEa(— (th) )+ EoL ™" {E{sm(wt)} a: a}

_ a . —1 -7

= VoE(y(f(%) ) + Eo sin(wt) x L {7m}

= VoEa(—(%)“) — Bosin(wt) * B, (—(7t)%),para A = —7<

= VoEa(f(%)a)ng /Ot sinw(tfu)E;(f(‘ru)a)du
Por tanto.

t
Ve(t) = VoEa(—(ﬁ)a) (26)

—E /0 sinw(t — u)EL (—(tu)*)du

La grafica de la funcién (26) para capacitor descargado; no fue
posible obtener con el software Mathematica 10.4 la misma

se encuentra en Ref. [11].

La Figura 6. Muestra la grafica de la funcién (26), para

Eo=V(0), Vo =20V, R=100Q y C = 4700uF.

1%

20

N L 1 I
2 4 6 8 10

Fig. 6. Solucién para Fuente periddica; capacitor cargado.

C. Solucion del Circuito RC Fraccionaria a Través de la

Derivada de Caputo-Fabrizio.
« Fuente constante.
Considerando RO T E(t) = Eo, V(0)
Vo; Vo 2 0

Reemplazando las condiciones iniciales en (20) Apli-

cando la transformada de Laplace se obtiene.

L{SFDV.(t)} = L{T*Eo}— L{T*V.(t)}27)
Ademas.
Vo(s) =
L{GT DYV ()}:«MI—;)’ por (10)  (28)
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sVe(s) — Vo Eo o
sta(l—s) TV, (s)

s) s
sVe(s)=Vo = TO‘%(s+a(1—s))—T“Vc(s)(s—l—oz(l—s))
V(o) + (s all =) = 70 (s +a(1=5) + Vo

D(ra(s +all - 5)) + Ve

‘/Yc =
(s) s+7s+a(l—s))
_Bys+1%(st+a(l—s)—s Vo
s s+T(s+all—s)) s+7%s+a(l—s))
_ Eo Eo + Yo
T s s+7(sta(l—s)  s+7(s+all—s))
_ Eo EO 1
I e L
1+7% —are
Vo 1
+ T
1+Ta _aTaS_FL
1+7% —are
1 1 — 1
donde: == o T s (et a(l=s)
EO VO_EO 1
Vo(s) = — & 29
(S) s 1+7.a_a7-a aT ( )

S+ —
1+7% —are

Transformada inversa de Laplace en (29) se tiene.
Vo— E
0 0 (=4

1+7% —ar™

Ve(t) = Eo + (30)

aT®

donde A = —

o (o3
La Figura 7. Mugstra laTgréﬁca de la funcién (30), para
Ey =V(0), Vo =20V, R=100Q y C = 4700uF.

(o3

. t
10 20 30 40 50 60

Fig. 7. Solucién para Fuente constante; capacitor cargado.
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La Figura 8. muestra la grifica de la funcién 30, para
Ey =20V, Vo =V(0), R=100Q y C = 4700uF.

v

20

L L L L L
t
10 20 30 40 50 60

Fig. 8. Solucion para Fuente constante; capacitor descargado.

1
» Fuente periédica.Considerando RC) = 7% E(t) =
Eysin(wt), V(0) = Vo: Vp > 0
Reemplazando las condiciones iniciales en la ecuacién

(20) y Aplicando la transformada de Laplace se obtiene.
L {OCFD,?VC(t)} = L{m*Epsin(wt)} — L{7*V,(t)}

CF na _ S‘/C(S) -V
LDV} = s+ a(l—s) S
sVe(s) = Vo 4 w o
stall=s) | g TV
sVe(s) = Ep(a+ (1 — a)s)%

oV (s)(a+ (1 — a)s) + Vi

Vo(s)(s+7% (s+a(1—s))) = Vo+TaE0(a+(17a)s)w2L+82
Vo 1
Vi) = T .
+ 7% —ar s+ aT
1+7% —are
7% Fow a+(1—a)s
1+7%—ar>  , 9 ot®
(57 + w?)(s + 1+ 7« —aTO‘)
Para A= — 1
1+7%—are
% 1
Vels) = 147 —ares4+ A
7% Eow a+(1—-a)s

—+

T+70—are (s2+w?)(s+A)
a+(1—a)s Xs+Y Z
= 2
(s24+w?)(s+ A) 52+w2+s+A (32)
X2+ AXs+Ys+ YA+ Zs* + Zw?
N (2 + w?)(s + A)
a+(l-a)s=(X+2Z)s?
+(AX +Y)s+ (YA + Zw?)

Por fracciones parciales desde la ecuacion (32)

a(l+ 7% —ar®)

X =-—
(JJ2(1 + 7o — Cm—a)2 + a27-2a

(33)

v — 147 — ar®)[e?1® 4+ (1 — @)w?(1 + 7% — at®)]
- w2(1+ 7% — ar%)2 + 2722
34
_ a(l+ 7% —ar?®) (35)
W21+ 7% — ar®)? + o272
Sustituyendo X, Y, Z en la ecuacién (32).
TWEy Xs+Y Z
‘/C =
() 14+ 7% —are <32+w2 * s—i—A)
Vo 1
_|_
1+ —ar®s+ A
TYwZ Ey 1 Vo 1
- 14+7¢ —ar®s+ A + 1+'r‘1—oz'r‘ls+A+
T*wX Ey s T*Y Ey w

1+7—ar®s?+w?  147%—ar®s? 4+ w?
Al aplicar la Transformada inversa de Laplace se tiene.

“wXE
Ve(t) = ucos(wt)

1479 —ar>
+% sin(wt)
—|—e(7A't) ) TawZEo + V()
1+7% —are
La Figura (9). Muestra la grafica de la funcién (36), para
Ey=V(0), Vo =20V, R=100Q y C = 4700uF.

(36)

%

s

- t
10 20 30 40 50 60

Fig. 9. Solucién para Fuente periddica; capacitor cargado.

La Figura 10. Muestra la grafica de la funcién (36), para
Ey =20V, V5 =V (0), R=100Q y C = 4700uF.

—10f

Fig. 10. Solucién para Fuente periddica; capacitor descargado.
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