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Resumen-Se define la FUNCION GAMMA, estudiando su con-
vergencia y sus propiedades, para luego dar aplicaciones al desarro-
llo de problemas fisicos, desarrollo de integrales, problemas usando
transformadas de Laplace, asi como tambien se ve las aplicaciones de
la funcion Gamma en el cdlculo de la esperanza y la varianza de la
Distibucion Gamma que son parte de la Estadistica y el Cdlculo de
Probabilidades. También se dan aplicaciones al cdlculo de derivadas
Jfraccionarias.

Palabras clave: Funcion Gamma, funcion beta, integral impropia,
aplicaciones de la funcion gamma.

I. INTRODUCCION

La FUNCION GAMMA fue creada por el matematico suizo
Leonhard Euler, el cual habia desarrollado trabajos afines sobre
factoriales de algunos niimeros racionales, asimismo enlazé el
Cilculo Integral con el Algebra de una manera muy compleja
como se puede ver en [5]. Se puede ver en [1, 2, 7], que los
matematicos Wallis y Stirling dan algunos resultados usando la
FUNCION GAMMA como herramgentas, dado por ejemplo en
lim (E) 2mn = nl.

la Férmula de Stirling: I
n—4o0o \ e

o0 2 T
Se prueba también que / e ¥ dx = —, puede ser demos-
0
trado de dos formas: la primera es usando el Teorema de Cam-

bio de Variable con transformaciones en R? y la segunda for-
ma, aplicando transformadas de Laplace, definiendo integrales
paramétricas y haciendo el uso de tablas y transformada inversa
de Laplace, ver [1, 4].

En las aplicaciones en Estadistica y Célculo de probabilida-
des, se da dos resultados importantes sobre la esperanza y la va-
rianza de la Distribucién Gamma, ver [6].

En las derivadas de orden fraccionario, se da la férmula y
algunos ejemplos, ver [3].

II. PRELIMINARES

Teorema IL.1. Sea lim x?f(x) = A. Entonces:
T—>00

i) / f(z)dx converge sip > 1y A es finito.

1) / f(z) diverge sip < 1y A # 0 (puede ser infinito)

o] _2d
Ejemplo 11.1. /0 ﬁ converge pues
i 5 x?dx 1
im 2% ———— = —
z—oo 4zt +25 4
(o)
d
Ejemplo 11.2. / S diverge pues
0o Vat+ar241
d
lfm . ——— =1
T—00 22+ 1

A. Criterios del cociente para integrales para integrales impropias

Los criterios que siguen se dan para el caso en que f(z) no
es acotada en un punto z = a solamente del intervalo a < = < b.
Hay criterios parecidos para cuando f(x) no es acotadoenz = b
denx =xpcona < xg <b.

Criterio del cociente para integrales de integrando no nega-
tivo
a) Si f(zr) > 0y g(z) > Oparaa < = < b,y si
- f() , /” '
lim ——~ =A#06 00, luego | f(x)dxe | f(x)dx
r—a g(a?) . a a
convergen ambas o divergen ambas.

b b
b) SiA=0en (a),e/ g(x)dx converge, luego/ f(z)dx
converge. “ ¢

b

b
¢) SiA=o0en (a),e/ g(z)dz diverge, luego/ f(x)dx

. a
diverge.

Teorema IL.2. Sea Hm+ (x — a)? f(x) = A. Entonces:
r—a

b
i) / f(x)dx converge sip < 1y A es finito.

b
i1) / f(x)dx diverge sip > 1y A # 0 (A puede ser infini-

to).
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Teorema IL3. Sea lim (b — z)?f(z)

z—b—

= B. Entonces:
) / f(z)dx converge sip < 1y B es finito.

b
1) / f(z)dx diverge sip > 1y B # 0 (B puede ser infini-
i0).

B. Cambio de variables en las integrales dobles

Teorema I1.4 (de cambio de variable). Sea T : R? — R? una
transformacion, tal que (z,y) = T(u,v) = (x(u,v),y(u,v)),
de clase —C* sobre un conjunto abierto Q del plano UV y que,
excepto posiblemente para un conjunto de drea cero, es univa-
lente con jacobiano no nulo.

Sea D C Q(C Plano XY') un conjunto cerrado y acotado
que tiene drea’y sea E = T(D) (en el plano XY') la imagen del

conjunto D por la transformacion T
/(x o)

\ E lu, vl ;]
Entonces, si f(x,y) es integrable sobre E, la funcién f o

T(u,v) es integrable sobre D, y se tiene:

//fxydxdy //f U, v) uv))‘gguvg

Notese que aqui, el factor de correccion es el valor absoluto
del jacobiano (o valor absoluto del determinante jacobiano):

E=T(D)

foT

dudv

C. Transformada inversa de Laplace

Definicion de la transformada inversa de Laplace

Si la transformada de Laplace de una funcién F'(t) es f(s),
es decir, si L|F(t)| = f(s), entonces F(t) se llama una trans-
formada inversa de Laplace de f(s) y se expresa por F'(t) =
L71{f(s)}, donde L~ se llama operador transformada in-
versa de Laplace.

1
Ejemplo I1.3. Como L{e 3} = T3¢ puede escribir:
S

E_l{si3}:e_3t

Propiedades de convolucion

Teorema IL5. Si L7'{f(s)} =

entonces.
()} = / Fu

F x G se llamada convolucion de F' 'y G, y este teorema se
llama teorema de convolucion o propiedad de convolucion.

F(t) y £L7Hg(s)} = G(t),

L7HF(s) Gt—u)du=FxG

Ademds, F xG =G« F.

1
Ejemplo 11.4. Puesto que L7! {1} =e', y
5 —
1
E*l
{s -2

1 t
£t { = ety = 2 — ¢t
(s — 1)(8—2)} /0

II. LAS FUNCIONES GAMMA Y BETA

} = e2t, tenemos:

A. Funcion Gamma

La funcién Gamma, que se denota por I'(n), se define por:

L(n) = / " e dx (1)
0
que es convergente paran > 0.
Una férmula de recurrencia para la funcién gamma es:
I'(n+1)=T(n) 2

donde I'(1) = 1. Por (2), I'(n) se puede calcular para todo n > 0
si se conocen los valores para 1 < n < 2.

En particular, si n es natural,

Fn+1)=n!, n=1,2,3,... 3)
razén por la cual I'(n) suele llamarse funcién factorial.
Algunas relaciones en que entra la funciéon Gamma

MNa)'l—z)=——,0<z<1 4)
sen xm
. 1 1
En particular, z = 2 r <2> =7
1
2221 ()T (1: + 2) =zl (27) 3)
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B. La funcion Beta

Denota por B(m,n) se define por:

1
B(m,n) = / ™1 = 2)" e
0

Que es convergente param > 0, n > 0.

Las funciones beta y gamma se relacionan mediante la igual-
dad.

L'(n)I'(n)

B(m,n) = T(m + n) (6)

Muchas integrales se pueden calcular valiéndose de las fun-
ciones beta o gamma. Son ttiles los dos resultados siguientes:

z 1
/2 sen®™ "1 g cos®™ 1 9dh = §B(m, n)
0

I'(m)I'(n
_Dmm)
2I'(m + n)
valido param > 0,yn > 0;y
Ool'p_l
de=T(p)I'(1 —
/Osz (»)I'(1—p)
Vs
=——.,0<p<l1 (3)

sen pm

Integrales de Dirichlet

Si V es la region cerrada del primer octante limitada por la

. T\ P Y\ 4 zZ\"
superficie (7> + (Z) + (7) =1y los planos coordena-
a c
dos, entonces, si todas las constantes son positivas,
apBer
X

///xo‘flyﬁflz"’fldxdydz S
% pgr
"(3)r(0)rC)

r(1+2)+242

®)

Las integrales de este tipo se llaman integrales de Dirichlet
y se emplean a menudo para calcular integrales multiples.

IV. PROBLEMAS RESUELTOS
A. Funcion Gamma

Problema 1. Demostrar:
(a) T(n+1) =nl'(n),n >0,
) T(n+1)=nl,n=1,2,3,...

Solucién

F'(n+1) :/ z"e Tdx
0

M
= lim e dx
M —o0 0
M
T ny(_ ,—
i {(@=e)|

- /OM(—ex)(nxnl)dx}

= lim {M%M

M —o0

M
+n / 2" e dx
0

=nl(n), sin>0

1) = /w e Tdx

M
= lim / e *dx
M —00
= lim (1 —e M) =
M — o0
Higasen =1,2,3,...enT'(n + 1) = nI'(n), entonces:
['(2) = 10(1);
T(2) = 20'(2) = 2,1 = 21;
I'(4) = 3T(4) = 3,21 = 3!

En general: I'(n + 1) = n!, si n es entero positivo.

Problema 2. Demostrar que:

/ e dy = ﬁ
0

2
Demostracion
Usando integrales dobles, la integral converge, pues:
lim z%e~" =0 (por la regla de L'Hospital o de otro modo).

xTr—r 00
Entonces, por el Teorema 1, con A = 0, p = 2, la integral dada

converge. Sea:

o] R M R
Iy :/ e dx =/ e Y dy,
0 0

ysea lim I, = I el valor de la integral, entonces:
M—o0

12, = ({[M —wzdx> (/OM e_y2dy>
L
:é{e—@ ) dady

(2 +y )dacdy

224 LACCEI International Multi-conference for Engineering, Education and Technology: Sustainable Engineering for a Diserve, Equitable, and Inclusive
Future at the Service of education, Research and Industry for a Society 5.0. Hybrid Event, San Jose - COSTA RICA, July 17 - 19, 2024. 3



¥ Entonces:

MVE B /’; V/3(sec0)?d
| N sec 0)2
M i j( )
| | 2
' = — do
| |1 /
r 1 1'(} T \/E 0
N | 2 _1 (E)
= 7
Siendo Rj; el cuadrado OACE de lado M. Como el inte- too
grando es positivo, se tiene: C { / e tz’ dx} __T
0 2¢/s

2

Fa = /+00 el = — " __r-1 {
f 1 1/2
< // e~ @Y7 dady 0 or <2> 5

Usando tablas de Transformadas de Laplace:

// ef(‘r%“yz)dxdy < I3
[T (1)}

Siendo R; y Rq las regiones del primer cuadrante limitadas too
por los circulos de radios M y M+/2 respectivamente. / et gy — L(
0 2r

(t717%)
En coordenadas polares y por el teorema de cambio de varia- %
1 oo e
pero () = 2/ e” " dx
2 0

ble, se tiene:

™

El M R
/ / e " pdpd¢ < I3,
=0 J p=0

+o0 +oo
T AMV2 (/ e—thdx) (/ e‘”Qd:c> = 21?5_1/2
2 S
< / / e P pdpded 0 0
¢=0/p=0 Haciendo ¢t = 1:

o 400 ) 2 -
e ” dm) = -

%(1 —e MY <12, < %(1 — M) </0 1

Y tomando limite para M — oo se tiene: ) /+°° o=ty = VT

) =5

lim 13, =12="
Mgnoo M 4

1
Problema 3. Demostrar I’ (2) =7

Demostracién

Ly VT 1 0
T 9 I (2> :/ xil/ze*xdx, con x = w2, esta integral se
0
Por otro lado, veamos la demostracién usando Transforma- Yuelve:
das de Laplace: < e N
Definimos: 2/0 e du=2 (2> =Vr
r /+°° ot g | /+oo st /+°O ot gy ) dt Aplicando el problema 2.
0 0 0 Problema 4. Calcular las integrales:
Tenemos que: (a) / \/ﬂe_y3 dy
0

—z)t | _ > —st_(—x?)t o
L {e } —/0 e e dt () / 3-42% 4,
0
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Solucion Siendo m la masa de la particula y £ > 0 una constante de por-

porcionalidad.
(a) Conz = y3, la integral se vuelve: x . ,
Sea T = v la velocidad de la particula, entonces:
L[ — L[ 16 —
— === —.— =U.—
- §F (6> Y (10) se convierte en:
d k 2
(b) mv.d—f:—g 0 %:fklnerc (11
/OO q—42% 1, _ /00(61“3)7422dz Después de .integrar. Como v = O en z = a, se tiene
0 o ¢ = klna, luego:
2
Sea (41n 3)22 = z, con lo que la integral se vuelve: mu_ kln a 0o v = dj =4/ % In @ (12)
2 x dt m T
00 e} 1/2
/ e~ (4In3)2% g / e ( z!/ ) dr Tomdéndose el signo negativo porque x decrece al aumentar
0 0 2v/41n 3 t.

1 RO /2~ Asi se encuentra que el tiempo 7' que la particula invierte
= — T e *dx . p .
2v/41n3 Jo parairde x = a a x = 0 estd dada por la expresion:

0 i o

= a
2V4In3  2vV4In3 In=

Problema 5. Demostrar que Haciendo In & = w o bien # = ae—"
T
1
2" (nz)"de = ———— _ m ~1/2 —u
/0 (m+ 1)ntt T_a”%/o u=2e "y
m

con n natural y m > —1. _ r 1y ™n
Haciendo x = ¢ ¥ la integral se convierte en: W ot \9) T M 9

1 00
/ 2™ (Inz)"de = (—1)" / yme~ (MDY gy, V. FUNCION DE DISTRIBUCION
0 0
Definicion V.1. Decimos que X es una variable aleatoria que si-

Si (m + 1)y = u, esta ultima integral se transforma en: A J .
( )y & gue una distribucién Gamma de pardmetros o > 0y 8 > 0, si

) (1) [ yreu su funcién de densidad es
0 m+1Jy (m+1)" T leT x>0
(-1~ Fx(w)=q FHe ’ (14)
- T'(n+1) 0 , otro caso
(m 4 1)n*
(—1)"n! Ahora veamos el papel que desempefian los pardmetros a y

(3 en esta distribucion.
Comencemos analizando la influencia del pardmetro «. Este
Problema 6 (Un problema fisico). se conoce como el “pardmetro de forma”. Cuando toma valores
Una particula es atraida hacia un punto fijo O con una fuerza pequefios, o < 1, podemos observar que fx (z) es decreciente
inversamente proporcional a su distancia instantdnea a partir de en todo su soporte. Por otro lado, para & > 1 el maximo valor
O. si la particula se deja libre desde el reposo, hallar el tiempo ~de la funcién densidad se consigue en z = (o — 1) 3. Consegui-

= (m + 1>7L+1

en que llega a O. mos este maximo derivando fx(z) e igualdndolo a 0. El valor

Solucién méximo de la funcién densidad es %

En el tiempo ¢ = 0 supdngase la particula sobre el eje

2 = a > 0y sea O el origen. Entonces, por la segunda ley La funcién distribucién indica la probabilidad de que la va-
de Newton: riable aleatoria tenga un valor menor o igual que un cierto . Por
ello, también es conocida como funcién de probabilidad acumu-
d2733 _k (10) lada. A continuacién, veremos la funcion de probabilidad de la
dt? T distribucién gamma que conseguimos integrando por partes (14).
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Definicion V.2. Sea X ~ Ga(a, 3) la funcién distribucién aso-
ciada a X es

1 ¢
X<t :7/ x* le  Bdx
)= 5@ Jy

VI. ESPERANZA Y VARIANZA DE LA FUNCION GAMMA

Trataremos ahora sobre la esperanza y la varianza de la fun-
ciéon Gamma.

Proposicion VI.1. Sea X una variable aleatoria tal que X ~
Ga(a, B) entonces E(X) = af.

Demostracion.

EX) = /00 xfx(z)dz

_ > 1 a—1_—%
—/0 xﬂ"T(a)m e Adx
_ 1
- poT(a)

-
% Bdx

15)

Hagamos un cambio de variable, de manera que

Asfi, realizando el cambio en (15) tenemos que

1 > o, —Uu
E(x) :m/o (uB)*e™"Bdu

o B Oooz—u
_F(a)/o u“e " “du

_ BT (a+1) _ Bal(«) o
') I'(«)

Proposicion VI.2. Sea X una variable aleatoria tal que X ~
Ga(a, B) entonces Var(X) = af32

Demostracién. Sabemos que Var(X) = E(X?)— E(X)?, con

lo cual calculemos E(X?2).

B(X?%) = /00 22 fx (x)dx

— 00

a1 1 -2
= T ——x% e Bdx
/o BT (a)

1 /°° 41—z
= — e Bdx (16)
BoT(a) Jo
Hagamos un cambio de variable, de la forma
u=% — x = Pu
du=9% — dz=pdu

B

Asi, realizando este cambio en (16) tenemos que

E(X?) = @"F;@é) /OOO(Uﬂ)aH@uﬂdU

— ﬁz Ooua+1e—u U
- @ !
_ Bra(a+ 1I(a)

I(«)

Entonces obtenemos que F(X?) = (a+1)a%. Con lo cual,
como Var(X) = E(X?) — E(X)? podemos concluir que

Var(X) = (a + 1)ap?® — (af)? = af?

VIL. CALCULO DE DERIVADAS FRACCIONARIAS

Se define la n-ésima derivada de ax® (donde n es un nimero
natural) por:

3

dx—n(aa:b) =b-n+1)...(b—2)(b—1)baz’ "
b!

como n! = I'(n + 1) entonces
v ey _ L+
G v oy L

donde n puede ser cualquier niimero donde la funcién Gamma
esté bien definida.
Asi por ejemplo:

as L T
_ /3
) Ry
6 s/3

= T

(L)

d3/2

i ['(5) 52 64 5
X

SR Ve

VIII. CONCLUSIONES

A partir de las nociones bdsicas del célculo diferencial e in-
tegral y el cédlculo en varias variables, demostramos las propie-
dades de la funcién Gamma, que en realidad es una integral pa-
ramétrica impropia.

Vemos en este articulo que la funcién Gamma tiene asocia-
da su distribucién de probabilidad y su funcién de densidad en
Estadistica y Célculo de Probabilidades, y que sus propiedades
como la esperanza y la varianza se pueden demostrar usando la
funcién Gamma.
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