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Resumen-Se define la FUNCIÓN GAMMA, estudiando su con-
vergencia y sus propiedades, para luego dar aplicaciones al desarro-
llo de problemas fÍsicos, desarrollo de integrales, problemas usando
transformadas de Laplace, ası́ como tambien se ve las aplicaciones de
la función Gamma en el cálculo de la esperanza y la varianza de la
Distibución Gamma que son parte de la Estadı́stica y el Cálculo de
Probabilidades. También se dan aplicaciones al cálculo de derivadas
fraccionarias.

Palabras clave: Función Gamma, función beta, integral impropia,
aplicaciones de la función gamma.

I. INTRODUCCIÓN

La FUNCIÓN GAMMA fue creada por el matemático suizo
Leonhard Euler, el cual habı́a desarrollado trabajos afines sobre
factoriales de algunos números racionales, asimismo enlazó el
Cálculo Integral con el Álgebra de una manera muy compleja
como se puede ver en [5]. Se puede ver en [1, 2, 7], que los
matemáticos Wallis y Stirling dan algunos resultados usando la
FUNCIÓN GAMMA como herramientas, dado por ejemplo en

la Fórmula de Stirling: ĺım
n→+∞

(n
e

)n √
2πn = n!.

Se prueba también que
∫ ∞

0

e−x2

dx =
π

2
, puede ser demos-

trado de dos formas: la primera es usando el Teorema de Cam-
bio de Variable con transformaciones en R2 y la segunda for-
ma, aplicando transformadas de Laplace, definiendo integrales
paramétricas y haciendo el uso de tablas y transformada inversa
de Laplace, ver [1, 4].

En las aplicaciones en Estadı́stica y Cálculo de probabilida-
des, se da dos resultados importantes sobre la esperanza y la va-
rianza de la Distribución Gamma, ver [6].

En las derivadas de orden fraccionario, se da la fórmula y
algunos ejemplos, ver [3].

II. PRELIMINARES

Teorema II.1. Sea ĺım
x→∞

xpf(x) = A. Entonces:

i)

∫ ∞

a

f(x)dx converge si p > 1 y A es finito.

ii)

∫ ∞

a

f(x) diverge si p ≤ 1 y A ̸= 0 (puede ser infinito)

Ejemplo II.1.
∫ ∞

0

x2dx

4x4 + 25
converge pues

ĺım
x→∞

x2.
x2dx

4x4 + 25
=

1

4

Ejemplo II.2.
∫ ∞

0

xdx√
x4 + x2 + 1

diverge pues

ĺım
x→∞

x.
xdx√

x4 + x2 + 1
= 1

A. Criterios del cociente para integrales para integrales impropias

Los criterios que siguen se dan para el caso en que f(x) no
es acotada en un punto x = a solamente del intervalo a ≤ x ≤ b.
Hay criterios parecidos para cuando f(x) no es acotado en x = b
ó en x = x0 con a < x0 < b.

Criterio del cociente para integrales de integrando no nega-
tivo

a) Si f(x) ≥ 0 y g(x) ≥ 0 para a < x ≤ b, y si

ĺım
x→a

f(x)

g(x)
= A ̸= 0 ó ∞, luego

∫ b

a

f(x)dx e
∫ b

a

f(x)dx

convergen ambas o divergen ambas.

b) Si A = 0 en (a), e
∫ b

a

g(x)dx converge, luego
∫ b

a

f(x)dx

converge.

c) Si A = ∞ en (a), e
∫ b

a

g(x)dx diverge, luego
∫ b

a

f(x)dx

diverge.

Teorema II.2. Sea ĺım
x→a+

(x− a)pf(x) = A. Entonces:

i)

∫ b

a

f(x)dx converge si p < 1 y A es finito.

ii)

∫ b

a

f(x)dx diverge si p ≥ 1 y A ̸= 0 (A puede ser infini-

to).
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Teorema II.3. Sea ĺım
x→b−

(b− x)pf(x) = B. Entonces:

i)

∫ b

a

f(x)dx converge si p < 1 y B es finito.

ii)

∫ b

a

f(x)dx diverge si p ≥ 1 y B ̸= 0 (B puede ser infini-

to).

B. Cambio de variables en las integrales dobles

Teorema II.4 (de cambio de variable). Sea T : R2 → R2 una
transformación, tal que (x, y) = T (u, v) = (x(u, v), y(u, v)),
de clase −C1 sobre un conjunto abierto Ω del plano UV y que,
excepto posiblemente para un conjunto de área cero, es univa-
lente con jacobiano no nulo.

J(u, v) =
∂(x, y)

∂(u, v)
̸= 0

Sea D ⊂ Ω(⊂ Plano XY ) un conjunto cerrado y acotado
que tiene área y sea E = T (D) (en el plano XY ) la imagen del
conjunto D por la transformación T .

Entonces, si f(x, y) es integrable sobre E, la función f ◦
T (u, v) es integrable sobre D, y se tiene:∫∫

E

f(x, y)dxdy =

∫∫
E

f(x(u, v), y(u, v))

∣∣∣∣∂(x, y)∂(u, v)

∣∣∣∣dudv
Nótese que aquı́, el factor de corrección es el valor absoluto

del jacobiano (o valor absoluto del determinante jacobiano):∣∣∣∣∂(x, y)∂(u, v)

∣∣∣∣
C. Transformada inversa de Laplace

Definición de la transformada inversa de Laplace
Si la transformada de Laplace de una función F (t) es f(s),

es decir, si L |F (t)| = f(s), entonces F (t) se llama una trans-
formada inversa de Laplace de f(s) y se expresa por F (t) =
L−1{f(s)}, donde L−1 se llama operador transformada in-
versa de Laplace.

Ejemplo II.3. Como L{e−3t} =
1

s+ 3
, se puede escribir:

L−1

{
1

s+ 3

}
= e−3t

Propiedades de convolución

Teorema II.5. Si L−1{f(s)} = F (t) y L−1{g(s)} = G(t),
entonces:

L−1{f(s)g(s)} =

∫ t

0

F (u)G(t− u)du = F ∗G

F ∗ G se llamada convolución de F y G, y este teorema se
llama teorema de convolución o propiedad de convolución.

Además, F ∗G = G ∗ F .

Ejemplo II.4. Puesto que L−1

{
1

s− 1

}
= et, y

L−1

{
1

s− 2

}
= e2t, tenemos:

L−1

{
1

(s− 1)(s− 2)

}
=

∫ t

0

eue2(t−u)du = e2t − et

III. LAS FUNCIONES GAMMA Y BETA

A. Función Gamma

La función Gamma, que se denota por Γ(n), se define por:

Γ(n) =

∫ ∞

0

xn−1e−xdx (1)

que es convergente para n > 0.
Una fórmula de recurrencia para la función gamma es:

Γ(n+ 1) = Γ(n) (2)

donde Γ(1) = 1. Por (2), Γ(n) se puede calcular para todo n > 0
si se conocen los valores para 1 ≤ n ≤ 2.

En particular, si n es natural,

Γ(n+ 1) = n! , n = 1, 2, 3, . . . (3)

razón por la cual Γ(n) suele llamarse función factorial.

Algunas relaciones en que entra la función Gamma

Γ(x)Γ(1− x) =
π

senxπ
, 0 < x < 1 (4)

En particular, x =
1

2
, Γ
(
1

2

)
=

√
π

22x−1Γ(x)Γ

(
x+

1

2

)
=

√
xΓ(2x) (5)
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B. La función Beta

Denota por B(m,n) se define por:

B(m,n) =

∫ 1

0

xm−1(1− x)n−1dx

Que es convergente para m > 0, n > 0.
Las funciones beta y gamma se relacionan mediante la igual-

dad.

B(m,n) =
Γ(n)Γ(n)

Γ(m+ n)
(6)

Muchas integrales se pueden calcular valiéndose de las fun-
ciones beta o gamma. Son útiles los dos resultados siguientes:∫ π

2

0

sen2m−1 θ cos2m−1 θdθ =
1

2
B(m,n)

=
Γ(m)Γ(n)

2Γ(m+ n)
(7)

válido para m > 0, y n > 0; y∫ ∞

0

xp−1

1 + x
dx = Γ(p)Γ(1− p)

=
π

sen pπ
, 0 < p < 1 (8)

Integrales de Dirichlet

Si V es la región cerrada del primer octante limitada por la

superficie
(x
a

)p
+
(y
b

)q
+
(z
c

)r
= 1 y los planos coordena-

dos, entonces, si todas las constantes son positivas,∫∫∫
V

xα−1yβ−1zγ−1dxdydz =
aαbβcγ

pqr
×

Γ

(
α

p

)
Γ

(
β

q

)
Γ
(γ
r

)
Γ
(
1 + α

p

)
+ β

q + γ
r

(9)

Las integrales de este tipo se llaman integrales de Dirichlet
y se emplean a menudo para calcular integrales múltiples.

IV. PROBLEMAS RESUELTOS

A. Función Gamma

Problema 1. Demostrar:

(a) Γ(n+ 1) = nΓ(n), n > 0,

(b) Γ(n+ 1) = n!, n = 1, 2, 3, . . .

Solución

(a)

Γ(n+ 1) =

∫ ∞

0

xne−xdx

= ĺım
M→∞

∫ M

0

xne−xdx

= ĺım
M→∞

{
(xn)(−e−x)

∣∣∣∣M
0

−
∫ M

0

(−e−x)(nxn−1)dx

}

= ĺım
M→∞

{
−Mme−M

+n

∫ M

0

xn−1e−xdx

}
= nΓ(n) , si n > 0

(b)

Γ(1) =

∫ w

0

e−xdx

= ĺım
M→∞

∫ M

0

∫ M

0

e−xdx

= ĺım
M→∞

(1− e−M ) = 1

Hágase n = 1, 2, 3, . . . en Γ(n+ 1) = nΓ(n), entonces:

Γ(2) = 1Γ(1);

Γ(2) = 2Γ(2) = 2,1 = 2!;

Γ(4) = 3Γ(4) = 3,2! = 3!

En general: Γ(n+ 1) = n!, si n es entero positivo.

Problema 2. Demostrar que:∫ ∞

0

e−x2

dx =

√
π

2

Demostración
Usando integrales dobles, la integral converge, pues:

ĺım
x→∞

x2e−x2

= 0 (por la regla de L’Hospital o de otro modo).
Entonces, por el Teorema 1, con A = 0, p = 2, la integral dada
converge. Sea:

IM =

∫ ∞

0

e−x2

dx =

∫ M

0

e−y2

dy,

y sea ĺım
M→∞

IM = I el valor de la integral, entonces:

I2M =

(∫ M

0

e−x2

dx

)(∫ M

0

e−y2

dy

)

=

∫ M

0

∫ M

0

e−(x2+y2)dxdy

=

∫∫
RM

e−(x2+y2)dxdy
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Siendo RM el cuadrado OACE de lado M . Como el inte-
grando es positivo, se tiene:∫∫

R1

e−(x2+y2)dxdy ≤ I2M

≤
∫∫
R2

e−(x2+y2)dxdy

Siendo R1 y R2 las regiones del primer cuadrante limitadas
por los cı́rculos de radios M y M

√
2 respectivamente.

En coordenadas polares y por el teorema de cambio de varia-
ble, se tiene:∫ π

2

ϕ=0

∫ M

ρ=0

e−ρ2

ρdρdϕ ≤ I2M

≤
∫ π

2

ϕ=0

∫ M
√
2

ρ=0

e−ρ2

ρdρdϕ

o

π

4
(1− e−M2

) ≤ I2M ≤ π

4
(1− e−2M2

)

Y tomando lı́mite para M → ∞ se tiene:

ĺım
M→∞

I2M = I2 =
π

4

∴ I =

√
π

2

Por otro lado, veamos la demostración usando Transforma-
das de Laplace:

Definimos:

L
{∫ +∞

0

e−tx2

dx

}
=

∫ +∞

0

e−st

(∫ +∞

0

e−tx2

dx

)
dt

Tenemos que:

L
{
e(−x2)t

}
=

∫ +∞

0

e−ste(−x2)tdt

Entonces:

L
{∫ +∞

0

e−tx2

dx

}
=

∫ +∞

0

L
{
e(−x2)t

}
dx

=

∫ +∞

e

1

s− (−x2)
dx

=

∫ π
2

e

√
s(sec θ)2dθ

s(sec θ)2

=
1√
s

∫ π
2

0

dθ

=
1√
s

(π
2

)

L
{∫ +∞

0

e−tx2

dx

}
=

π

2
√
s

⇒
∫ +∞

0

e−tx2

dx =
π

2Γ

(
1

2

)L−1

{
Γ
(
1
2

)
s1/2

}

Usando tablas de Transformadas de Laplace:∫ +∞

0

e−tx2

dx =
π

2Γ
(
1
2

) (t−1/2)

pero Γ

(
1

2

)
= 2

∫ +∞

0

e−x2

dx

(∫ +∞

0

e−tx2

dx

)(∫ +∞

0

e−x2

dx

)
=

π

2s
t−1/2

Haciendo t = 1:(∫ +∞

0

e−x2

dx

)2

=
π

4

∴
∫ +∞

e

e−x2

dx =

√
π

2

Problema 3. Demostrar Γ
(
1

2

)
=

√
π

Demostración

Γ

(
1

2

)
=

∫ ∞

0

x−1/2e−xdx, con x = u2, esta integral se

vuelve:

2

∫ ∞

0

e−u2

du = 2

(√
π

2

)
=

√
π

Aplicando el problema 2.
Problema 4. Calcular las integrales:

(a)

∫ ∞

0

√
ye−y3

dy

(b)

∫ ∞

0

3−4z2

dz
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Solución

(a) Con x = y3, la integral se vuelve:

1

3

∫ ∞

0

√
x1/3e−xdx =

1

3

∫ ∞

0

x1/6e−xdx

=
1

3
Γ

(
7

6

)
(b) ∫ ∞

0

3−4z2

dz =

∫ ∞

0

(eln 3)−4z2

dz

Sea (4 ln 3)z2 = x, con lo que la integral se vuelve:∫ ∞

0

e−(4 ln 3)z2

dz =

∫ ∞

0

e−x

(
x1/2

2
√
4 ln 3

)
dx

=
1

2
√
4 ln 3

∫ ∞

0

x−1/2e−xdx

=

Γ

(
1

2

)
2
√
4 ln 3

=

√
π

2
√
4 ln 3

Problema 5. Demostrar que∫ 1

0

xm(lnx)ndx =
(−1)nn!

(m+ 1)n+1

con n natural y m > −1.
Haciendo x = e−y la integral se convierte en:∫ 1

0

xm(lnx)ndx = (−1)n
∫ ∞

0

yne−(m+1)ydy

Si (m+ 1)y = u, esta última integral se transforma en:

(−1)n
∫ ∞

0

yne−(m+1)ydy =
(−1)n

m+ 1

∫ ∞

0

une−u

(m+ 1)n
du

=
(−1)n

(m+ 1)n+1
Γ(n+ 1)

=
(−1)nn!

(m+ 1)n+1

Problema 6 (Un problema fı́sico).
Una partı́cula es atraı́da hacia un punto fijo O con una fuerza

inversamente proporcional a su distancia instantánea a partir de
O. si la partı́cula se deja libre desde el reposo, hallar el tiempo
en que llega a O.

Solución
En el tiempo t = 0 supóngase la partı́cula sobre el eje

x = a > 0 y sea O el origen. Entonces, por la segunda ley
de Newton:

m
d2x

dt2
= −k

x
(10)

Siendo m la masa de la partı́cula y k > 0 una constante de por-
porcionalidad.

Sea
dx

dt
= v la velocidad de la partı́cula, entonces:

d2x

dt2
=

dv

dt
=

dv

dx
.
dx

dt
= v.

dx

dt

Y (10) se convierte en:

mv.
dx

dt
= −k

x
o

mv2

2
= −k lnx+ c (11)

Después de integrar. Como v = 0 en x = a, se tiene
c = k ln a, luego:

mv2

2
= k ln

a

x
o v =

dx

dt
= −

√
2k

m

√
ln

a

x
(12)

Tomándose el signo negativo porque x decrece al aumentar
t.

Ası́ se encuentra que el tiempo T que la partı́cula invierte
para ir de x = a a x = 0 está dada por la expresión:

T =

√
m

2k

∫ a

0

dx√
ln

a

x

(13)

Haciendo ln
a

x
= u o bien x = ae−u

T = a

√
m

2k

∫ ∞

0

u−1/2e−udu

= a

√
m

2k
Γ

(
1

2

)
= a

√
πm

2k

V. FUNCIÓN DE DISTRIBUCIÓN

Definición V.1. Decimos que X es una variable aleatoria que si-
gue una distribución Gamma de parámetros α > 0 y β > 0, si
su función de densidad es

fX(x) =

{
1

βαΓ(α)x
α−1e−

x
β , x > 0

0 , otro caso
(14)

Ahora veamos el papel que desempeñan los parámetros α y
β en esta distribución.

Comencemos analizando la influencia del parámetro α. Este
se conoce como el “parámetro de forma”. Cuando toma valores
pequeños, α ≤ 1, podemos observar que fX(x) es decreciente
en todo su soporte. Por otro lado, para α > 1 el máximo valor
de la función densidad se consigue en x = (α− 1)β. Consegui-
mos este máximo derivando fX(x) e igualándolo a 0. El valor

máximo de la función densidad es (α−1)α−1e−(α−1)

βΓ(α) .

La función distribución indica la probabilidad de que la va-
riable aleatoria tenga un valor menor o igual que un cierto x. Por
ello, también es conocida como función de probabilidad acumu-
lada. A continuación, veremos la función de probabilidad de la
distribución gamma que conseguimos integrando por partes (14).
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Definición V.2. Sea X ∼ Ga(α, β) la función distribución aso-
ciada a X es

FX(t) = P (X ≤ t) =
1

βαΓ(α)

∫ t

0

xα−1e−
x
β dx

VI. ESPERANZA Y VARIANZA DE LA FUNCIÓN GAMMA

Trataremos ahora sobre la esperanza y la varianza de la fun-
ción Gamma.

Proposición VI.1. Sea X una variable aleatoria tal que X ∼
Ga(α, β) entonces E(X) = αβ.

Demostración.

E(X) =

∫ ∞

−∞
xfX(x)dx

=

∫ ∞

0

x
1

βαΓ(α)
xα−1e−

x
β dx

=
1

βαΓ(α)
xαe−

x
β dx (15)

Hagamos un cambio de variable, de manera que

u = x
β −→ x = βu

du = dx
β −→ dx = βdu

Ası́, realizando el cambio en (15) tenemos que

E(x) =
1

βαΓ(α)

∫ ∞

0

(uβ)αe−uβdu

=
β

Γ(α)

∫ ∞

0

uαe−udu

=
βΓ(α+ 1)

Γ(α)
=

βαΓ(α)

Γ(α)
= αβ

■

Proposición VI.2. Sea X una variable aleatoria tal que X ∼
Ga(α, β) entonces V ar(X) = αβ2.

Demostración. Sabemos que V ar(X) = E(X2)−E(X)2, con
lo cual calculemos E(X2).

E(X2) =

∫ ∞

−∞
x2fX(x)dx

=

∫ ∞

0

x2 1

βαΓ(α)
xα−1e−

x
β dx

=
1

βαΓ(α)

∫ ∞

0

xα+1e−
x
β dx (16)

Hagamos un cambio de variable, de la forma

u = x
β −→ x = βu

du = dx
β −→ dx = βdu

Ası́, realizando este cambio en (16) tenemos que

E(X2) =
1

βαΓ(α)

∫ ∞

0

(uβ)α+1e−uβdu

=
β2

Γ(α)

∫ ∞

0

uα+1e−udu

=
β2α(α+ 1)Γ(α)

Γ(α)

Entonces obtenemos que E(X2) = (α+1)αβ2. Con lo cual,
como V ar(X) = E(X2)− E(X)2 podemos concluir que

V ar(X) = (α+ 1)αβ2 − (αβ)2 = αβ2

■

VII. CÁLCULO DE DERIVADAS FRACCIONARIAS

Se define la n-ésima derivada de axb (donde n es un número
natural) por:

dn

dxn
(axb) = (b− n+ 1) . . . (b− 2)(b− 1)baxb−n

=
b!

(b− n)!
axb−n,

como n! = Γ(n+ 1) entonces

dn

dxn
(axb) =

Γ(b+ 1)

Γ(b− n+ 1)
axb−n,

donde n puede ser cualquier número donde la función Gamma
esté bien definida.

Ası́ por ejemplo:

d1/3

dx1/3
(x3) =

Γ(4)

Γ( 113 )
x8/3

=
6

Γ( 113 )
x8/3

d3/2

dx3/2
(x4) =

Γ(5)

Γ( 72 )
x5/2 =

64

5
√
π
x5/2

VIII. CONCLUSIONES

A partir de las nociones básicas del cálculo diferencial e in-
tegral y el cálculo en varias variables, demostramos las propie-
dades de la función Gamma, que en realidad es una integral pa-
ramétrica impropia.

Vemos en este artı́culo que la función Gamma tiene asocia-
da su distribución de probabilidad y su función de densidad en
Estadı́stica y Cálculo de Probabilidades, y que sus propiedades
como la esperanza y la varianza se pueden demostrar usando la
función Gamma.
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