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Abstract- En este articulo se plantean soluciones nu-
méricas para la ecuacion diferencial del crecimiento pobla-
cional, pero esta vez con un detalle de haber tomado en
cuenta un retardo en el planteamiento de la DDE, para el
andlisis de el comportamiento de los resultados en base a
instancias anteriores, se ha logrado con este cambio conocer
el comportamiento oscilatorio de la funcion dindonos mues-
tras de la estabilidad o inestabilidad de la convergencia para
ciertos valores del modelo planteado, se denota que en esta
investigacion el modelo de crecimiento poblacional puede ser
orientado a otros tipos de poblaciones no necesariamente hu-

manas.
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1. Introducciéon

1.1. Ecuaciones diferenciales con re-

tardo

A lo largo del tiempo las ecuaciones diferenciales
ya sean ordinarias o parciales nos han servido para la
construccién de varios modelos matematicos usados
en ciencias y tecnologia, que basicamente describen
la tasa de cambio o la relacién entre una variable
junto con su tasa de cambio, este tipo de ecuaciones
modela gran cantidad de fenémenos de la vida real
como :

a. Circuitos eléctricos y flujo de corriente
b. Vibraciones mecanicas

c. Crecimiento de tumores y enfermedades infec-
ciones

d. Comportamiento de mercados financieros

e. Crecimiento bacteriano
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f. Sistemas de control
g. Procesos quimicos

Sin embargo debemos tomar en cuenta que todas
estas aproximaciones son de tipo lineal, por lo que es
necesario plantear una evoluciéon sobre el sistema lo
que nos dara como resultado un sistema en el que se
emplean ecuaciones diferenciales con retardo [1] .

También conocidas en inglés como Delay Differen-
tial Equation son un conjunto de ecuaciones diferen-
ciales que principalmente dependen de un valor (re-
tardo) de dicha funcién en un momento anterior, este
término es el que le da su caracter distintivo con res-
pecto a otro tipo de ecuaciones diferenciales ya sean
estas ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) las
cuales se diferencian de las ecuaciones diferenciales
con retardo (EDR), dependiendo de la variable de-
pendiente y de su derivada [2], tal como lo podemos
ver a continuacion :

y'(t) = —k-y(t) (1)
y'(t)=—k-ylt—7) (2)

Como se puede apreciar en ambas ecuaciones se
estd modelando el mismo fenémeno, es decir el de-
caimiento exponencial, donde la primera ecuacion (1)
corresponde a una EDO, donde su funcion y(t) des-
cribe la funcién de ¢ con relacion a una tasa constan-
te k, por otro lado tenemos la segunda ecuaciéon
que corresponde a una EDR, pero con la gran dife-
rencia de que esta ED incluye un término de retardo
7 que depende del valor de ¥y en un momento ante-
rior, lo que podemos definir como el retardo dentro
de nuestra ED. Ademas, al estar asociado con siste-
mas previos, esto nos brinda una gran ventaja, ya que
podemos obtener més soluciones para describir nues-
tro sistema de interés de manera méas completa. No
olvidemos que la variacién del estado de y en cada
estado de tiempo de ¢, no es exclusivo de y(¢) como
lo podemos apreciar en , sino que en también
depende de los valores en cada estado de tiempo de
y. El retardo se lo puede describir en uno o varios
instantes, de tal manera que se lo puede expresar de
forma general como :

y(t) = fit,z(t),z(t —71),...,a(t — 7)) (3)
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de tal forma que una ecuacién diferencial con retardo
en la forma general se ve de la siguiente forma:

y'(t) = fz(t), x(t — 7)) (4)

Como podemos ver las ecuaciones y (2)) son bas-
tantes similares, donde podemos apreciar que exis-
te el retardo dentro de ambas ecuaciones pero para
asegurar la condiciéon dentro de las mismas debemos
asegurar que se cumpla 7 > 0y £ > 0, asi estaremos
asegurando el retardo en , de una manera mas
simple y cercana a la vida cotidiana, lo podemos re-
lacionar con el calentamiento del agua en una ducha,
con la ecuacién nos estamos refiriendo a que el
agua se calienta de manera exponencial es decir que
no tomamos en cuenta de que al agua le toma un de-
terminado tiempo en calentarse y le toma otro tiempo
moverse por todas las tuberias en su trayectoria hasta
salir por la regadera, ahora si le agregamos el retardo
generado por los factores mencionados anteriormente
tenemos la ecuacion , donde se toma en cuenta de
que no todo sucede en un instante de tiempo determi-
nado exacto, con una tasa de crecimiento exponencial
constante sin retardo alguno, pero como sabemos esto
no sucede, por lo tanto los valores que estan variando
dentro de esta EDR son 7 y a.

Pero debemos tomar en cuenta que tenemos prin-
cipalmente 2 casos para analizar las DDE, estos son,
uno cuando 7 = 0 es decir cuando no existe retardo o
no se produce el mismo, las soluciones de tendran
la forma:

y(t) = e ()
et = —ke (6)

Y el otro, si asumimos que 7 > 0, es decir que el
retardo existe, tomando en cuenta que lo que tene-
mos en no siempre serd tan sencillo de integrar y
el comportamiento de sus soluciones siempre estara
ligado a las raices del polinomio caracteristico. Para
esto tomamos como referencia a donde haremos
una sustitucion directa usando e* de tal manera que
obtenemos:

)\e)\t _ _ke)\(t—‘r) (7)

Los valores caracteristicos de esta ecuacion estan liga-
dos a las raices de esta ecuacién trascendente que a su
vez determinan el comportamiento de las soluciones,
donde al final obtendriamos :

P(A\) = A+ ke ™ (8)

Para el siguiente sistema si tomamos los valores ca-
racteristicos como : A = = + iy obtendremos:

x = —ae " cos(yT) )

y = ae "Tsen(yr)

1

Entonces es necesario saber donde las raices cambian
de comportamiento lo que provoca un cambio en las
soluciones, lo que si debemos tener muy claro son las
condiciones suficientes y necesarias para nuestras so-
luciones en este caso para las raices de A en con
la diferencia que en este caso tendremos que igua-
lar a cero esa expresion, lo que nos terminaria dando
A+ker™ = 0 que es muy similar a , por lo tanto de-
finimos como k,7 € (0,00), como consecuencia tene-
mos que A debe ser una solucién para cuando nuestro
polinomio caracteristico adopte un valor de P(A) =0
donde basicamente nuestro polinomio dejaria de ser
uno y pasarfa a ser una funciéon trascendente E| 13] ya
que la solucién no se podria expresar en términos de
coeficientes enteros como lo hacen los polinomios, ya
que como podemos ver en nuestra expresion esta
constituida por un termino exponencial, lo que nos
daria una funcion trascendente como :

P(\) = X+ ke?™ (10)

Asumiendo que A = 0 no es una raiz, se nos da la

facilidad de poder hacer un cambio donde z = % re-

emplazando en ([10)) obtenemos la siguiente expresion

1 1
—+kez"=0
z
1
k:zeZT =1
T
kzez =1

Ahora obtenemos una nueva funcion que es g(z), la
cual tiene una breve peculiaridad y que si usamos
z = 0, esta tiene una singularidad ademaéas de que no
se llega a anular en C\{0}, para poder apoyar nuestro
desarrollo debemos hacer un breve uso del teorema de
Picard.

Teorema 1 (Teorema de Picard) Se  establece
que si f(xz,y) es una funcidn continua y localmen-
te Lipschitz con respecto a y en una region abierta
que contiene al punto (zg,yo), entonces el problema
de valores iniciales y'(x) = f(x,y), y(xo) = y0 tiene
una unica solucion en un intervalo que contiene a xg.

B

Teorema 2 (Teorema de Lipschitz) Sea § =
f(t,y) una ecuacion diferencial donde f es una fun-
cion Lipschitz continua con respecto a la variable vy,
es decir, existe una constante L tal que para cualquier

t yyi,y2, se tiene que |f(t,y1)— f(t,y2)| < Lly1 —yal.

una funcién trascendental esta constituida de funciones exponenciales, logaritmicas, trigonométrica, hiperboélica y Gamma

2Es comun enunciar el teorema de Picard en términos méas generales, incluyendo para sistemas de ecuaciones diferenciales y

EDO con retardo.
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Entonces, para cualquier punto inicial (to,yo), exis-
te una dnica solucion y(t) definida en un intervalo
(to — 0,t0 + &), donde § es un nimero positivo que
depende de L y de la eleccion de yq.

Entonces usando el teorema [1| podemos decir que la
funcion inversa de g evaluada en 1 tiene una canti-
dad infinita de elementos ( g=!(1)), es decir que las
soluciones que obtenemos de la ecuacion caracteris-
tica conforma un conjunto que es de la forma {\;}
ken con [Ag| — oo, lo que a su vez implica que la
ecuacion diferencial tiene una cantidad infinita de so-
luciones complejas que se asemejan a la forma:

y(t) = M

El resultado es que bajo cualquier combinacién lineal
en el campo de los nimeros complejos se tiene una di-
mension infinita, pero también es valido en el caso de
que necesitemos o estemos interesados en todas sus
soluciones reales. Algo que cabe destacar dentro de
esto es que = es una solucion en el campo de los com-
plejos si y solo si el recorrido de  como la imagen
de = sean soluciones en los reales.

1.2. Modelos poblacionales

Los modelos poblacionales basicamente son herra-
mientas matematicas, usadas para poder describir el
comportamiento de las poblaciones de algtin ser vi-
vo dentro de un ambiente determinado, este tipo de
modelos son ampliamente usados en varios campos
como la biologia, epidemiologia, demografia y tam-
bién en la gestion de recursos naturales entre otros. [4]
Existe una gran cantidad de factores que afectan al
crecimiento de una poblacién ya sea la limitacién de
recursos, contaminacion o conflictos bélicos.

Para lograr el crecimiento o reduccion de la pobla-
cion, se deben considerar principalmente tres proce-
sos: el crecimiento natural, que se calcula a partir de
la diferencia entre el niimero de nacimientos y muer-
tes en un territorio durante un periodo de tiempo de-
terminado; el crecimiento social, que depende de los
movimientos poblacionales como la migracién hacia
otras regiones o dentro de un &rea local y el creci-
miento total, que incluye ambos tipos de crecimiento
mencionados anteriormente, lo que nos da una idea de
como crece o decrece la poblacion demograficamente
para a futuro poder planificar; pero en este caso va-
mos a centrarnos especificamente en la generacion z,
la cual comprende a todas las personas nacidas entre
1997 - 2012 [5] , también en base al criterio de otros
autores muchas veces se lo suele tomar desde 1995
en adelante para hacer referencia a todas las perso-
nas que pertenecen a la generacion z, pero la relacién
que tienen con el crecimiento poblacional es que han
vivido momentos importantes en la economia global
como la caida de las torres gemelas o la recesion eco-
noémica de 2008, por lo tanto les toma mas tiempo in-
dependizarse, ademas de que muchos de ellos cursan

o cursaron carreras universitarias lo que hace que lle-
guen a independizarse mucho mas tarde con respecto
a generaciones anteriores o directamente con relacién
a sus progenitores, los cuales formaron una familia a
una edad mas temprana y ademéas también tuvieron
varios hijos mucho dntes que sus propios hijos.
Segin proyecciones del INEC, para el 2030 la po-
blacion adulta mayor estaré por debajo de 2.1, lo que
quiere decir que el cambio generacional tomara mu-
cho més tiempo del que deberia, lo cual no asegura
un cambio generacional debido a que no existe otra
generacion de igual tamano que la pueda sustituir.

2. Metodologia

Con la informacién proporcionada en las secciones
anteriores tenemos algunas nociones sobre EDR, pero
para ser mas especificos hablaremos sobre el modelo
logistico con retardo [6] tiene la ventaja de permitir
una descripcién mas detallada y precisa de cémo una
poblaciéon cambia en el tiempo, ya que considera el
impacto de eventos pasados en su crecimiento actual
y en las siguientes secciones entraremos en la aplica-
cion de la teoria anteriormente expuesta, ademas del
uso de MATLAB que es una poderosa plataforma pa-
ra la programacion junto con el énfasis que tiene hacia
el calculo numérico lo que nos favorece para nuestros
objetivos, ademas permite el analisis de datos, jun-
to con la creacion de modelos y algoritmos para su
posterior resolucion.

3. Desarrollo

El modelo que mejor se adapta para nuestra nece-
sidad es el de la ecuacion logistica, se basa en la idea
de que la tasa de crecimiento de la poblacién esté en
funcién de la cantidad de individuos en cada edad,
lo que permite predecir la estructura de edad de la
poblacion en el futuro.

Este modelo se basa en la simple premisa de ba-
sarse en la suposicion de que la tasa de crecimiento de
una poblacién disminuye a medida que la poblacion
se acerca a su capacidad maxima de carga [7] , nues-
tro modelo como una ED se la puede expresar como

Yon(e) o

donde:

= % representa la tasa de cambio de la poblacién
y en el tiempo t.

= 7 es la tasa de crecimiento intrinseca de la po-
blacién.

= ¢ es el tamano actual de la poblacion.
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= K esla capacidad de carga del entorno, que es la
cantidad méxima de individuos que el entorno
puede sostener..

Esta ecuacion se conoce como una ecuacion diferen-
cial ordinaria de primer orden porque solo involucra
la primera derivada de la funcion y(¢) con respecto al
tiempo t. La solucién de esta ecuaciéon describe como
la poblacién cambia con el tiempo, y se puede obte-
ner mediante técnicas analiticas o numéricas, como la
integracion numeérica.

3.1. Modelo propuesto

Para poder plantear la ecuaciéon para este caso,
tomaremos como referencia ya que nos estamos
basando en ese modelo, donde las soluciones de este
sistema pueden ser utilizadas para hacer predicciones
sobre el crecimiento y la estructura futura de la pobla-
cion, y para evaluar el impacto de diferentes politicas
o intervenciones en la poblacion.

Sin embargo, hay que recordar que todos los mo-
delos matematicos tienen limitaciones y este no es la
excepcion, y es bastante importante nombrarlas para
poder tenerlas en cuenta [3] :

= No tiene en cuenta factores externos: La ecua-
cion logistica se basa en la idea de que la pobla-
cién crece en un entorno ideal sin limitaciones
externas, pero en la realidad hay muchos fac-
tores que pueden afectar el crecimiento de una
poblacién, como cambios en el clima, la dispo-
nibilidad de recursos y la competencia con otras
especies.

= No considera la variabilidad genética: La ecua-
cion logistica asume que todos los individuos de
una poblacién son idénticos y que no hay varia-
bilidad genética. En la realidad, la variabilidad
genética puede influir en la supervivencia y el
éxito reproductivo de los individuos, lo que a su
vez puede afectar el crecimiento y la evolucion
de la poblacion.

= No es adecuada para poblaciones pequenas: La
ecuacion logistica es mas adecuada para mode-
lar poblaciones grandes, ya que puede no ser
precisa en poblaciones pequenas donde el creci-
miento no sigue un patrén predecible.

dN Nt —1)
=N (1 = ) (12)

donde N(t) es la poblacién de la generacion Z en
el tiempo t, r es la tasa de crecimiento maxima, K es
la capacidad de carga del ambiente para la poblacion
y 7 es el tiempo de retardo. Esta ecuacién describe
como la poblacion de la generacion Z cambia con el

tiempo, teniendo en cuenta el efecto de eventos pasa-
dos en su crecimiento actual, ademas de estos paré-
metros, también se necesitan las condiciones iniciales,
es decir, el valor de la poblacién en el tiempo inicial
N(tg), donde tg es el momento en el que comienza la
simulacién.

Para poder obtener los valores de esta EDR me-
diante un método numeérico primero debemos obtener
las tasas requeridas para nuestra ecuacion, lo que re-
cae en la fiabilidad de los datos para poder obtener
una solucién bastante precisa ya que estos la pueden
afectar. Y no vemos importante también se debe te-
ner en cuenta que criterios se deben tomar en cuenta
la eleccion de valores para el retardo 7 ya que estos
afectan directamente a la solucion y la estabilidad [9]
de la EDR, pero antes hay que hacer ciertos ajustes
donde tenemos que hacer ciertas sustituciones como
y=N/Kyt=1t/r, ya que es deseable que nues-
tra ecuacion sea adimensional, donde luego se podra
observar los resultados de la derivacion de y y 7

N
V=%
N:Kwﬁg:K

dy
ot dt 1
=TT w T

ahora con estos cambios podemos usar (12]), usamos
la regla de la cadena en nuestra ecuaciéon original,
dN/dt:

AN _ AN dy dt
e’ dy dt dt’
dN dy 1
w R

regresando a la ecuaciéon que tenemos en un principio
(12), ahora hacemos una sustitucion para N, K, ¢’ y
dN/dt" -

AN N@ -7
e
dN 1 N — 7

En la parte izquierda de la ecuacién se reemplazd
dN/dt por lo que se empleo la regla de la cadena y en
el lado opuesto sustituimos empleando N/ K, luego en
la parte interna, dividimos para 7 para que nuestra
expresion quede en términos de ¢, recordando la susti-
tucion t = ¢/ /7, podemos ver hacia atras que ese paso
fue necesario, ademas ver que es més sencillo resolver
nuestra ecuacion actual para dy/dt :

y _k (LT
dt_kryT 4 T T
dy

Y — -y - 1)
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Para poder obtener la ecuacién en su forma final te-
nemos que hacer una ultima sustitucién con a = rr,
obteniendo al final nuestra EDR en una forma adi-
mensional:

W — oyl —yt - 1) (13
Ahora podemos usar nuestra ecuacion para po-
der generar graficas usando MATLAB. Una vez que
tenemos la ecuacién se deben obtener los factores
necesarios para su planteamiento, se investigan los
datos de 2021 debido a que de ese ano en cues-
tién se tienen los datos netos requeridos comple-
tos. N-> nimero de individuos ; B -> natalidad
; D -> mortalidad; M -> migraciéon ;F-> indivi-
duos que fluctuan / fecundidad métricas de poblacio-
nes y similar: https://www.ecuadorencifras.gob.ec/
documentos,/web-inec/Poblacion, pemogra fia

/ Proyeccionespoblacionales/presentacion.pdf
(INEC)

Como siguiente paso tenemos la investigaciéon y
obtenciéon de datos por medio de entes dedicados a
estudios estadisticos o demogréficos para el afio 2021,
donde segin el INEC la tasa fue de 14.21 nacidos (vi-
vos) por cada 1000 habitantes, por otro lado la tasa de
mortalidad fue de 5.9 por cada 1000 habitantes [10],
también la tasa de migraciéon durante el mismo perio-
do fué de 0.139 por cada 1000 habitantes y la tasa de
fecundidad es de 2.00.

3.2. Aplicacion en MATLAB

Este es un poderoso software matemaético para si-
mulacién, el cual nos ofrece varias herramientas para
resoluciones de EDR. En este caso vamos a emplear
DDE23 El, en el cual se empleara la siguiente estructu-
ra proporcionada por Mathworks que esté en la pro-
pia documentaciénEL la cual tiene la siguiente sintaxis

solucion=dde23(‘funcion’,
retrasos, valor_inicial, intervalo)

con podemos variar los valores de «, para meros
métodos de experimentaciéon podemos asignarle va-
lores pequenos como o = 1 o o = 2, pero debemos
tener en cuenta que las EDR se basan en tiempos pa-
sados para la obtencién de resultados, en el caso de
que y(t) = 0.5 en el intervalo de —1 <t < 0 y con
el retardo con el valor de 7 = 1, que es lo que esta
representado en el siguiente codigo en MATLAB:

sol = dde23(@h,1,0.5,[0,40]);
plot(sol.x,sol.y)
grid on

title(’EDR con en la generacidn
z \alpha=2.0’)

xlabel (’t?)

ylabel(’y?)

set(gcf, ’PaperPosition’,
[0,0,4,3])

set(gcf, ’PaperSize’, [4,3])

function v = h(t,y,Z)
v = (2).xy.x(1-2);
end

La gran ventaja que tiene el uso de DDE23 es que
después del primer parametro de la funcion donde le
asignamos el valor de 1 debido a que es el tiempo de
retardo (7 = 1), en el siguiente parametro indicamos
el valor inicial el cual lo definimos dentro de un inter-
valo, y como tltimo pardmetro definimos el dominio
de la misma dentro del plot.

Hay que denotar que en el c6digo tenemos una
funciéon anénima que recibe 3 parametros que son
h(t,y,Z), donde:

El primer pardmetro representa a la variable en
un tiempo estandar.

El segundo pardametro es la presentacion de y(t)

en (13),

Pero el ultimo parametro de la funciéon es distinto
al resto al que representa el retraso en el tiempo de
la funcion y(t — 7) ya que este solver extrae el valor
de 7 de nuestro script como pardmetro de DDE23, y
solamente digitamos Z dentro de nuestra funcion.

En nuestro caso de aplicaciéon y es la fraccion de
poblaciéon que representa la generaciéon Z en el pre-
sente o un tiempo determinado y por otro lado « re-
presenta la tasa de natalidad de esta generacién, no
menos importante la interaccion ( [1 — y(t — 1)] ) por
la competencia de recursos limitados ya sean estas
oportunidades laborales, vivienda, educacién y otros
recursos escasos, lo que limita el crecimiento pobla-
cional de una generacién en cierto periodo, esto nos
ayuda a comprender mejor las tendencias de creci-
miento poblacional y a tomar decisiones informadas
sobre la planificacion del crecimiento y el desarrollo
sostenible a largo plazo.

3DDE23 emplea el método numérico Runge-Kutta para la solucion de DDE, por lo tanto no es necesario escribir el cédigo para

usar algiin otro método numérico.

“https://la.mathworks.com/help/matlab/ref/dde23.html

22nd LACCEI International Multi-Conference for Engineering, Education, and Technology: Sustainable Engineering for a Diverse, Equitable, and Inclusive
Future at the Service of Education, Research, and Industry for a Society 5.0. Hybrid Event, San Jose — COSTA RICA, July 17 - 19, 2024.

ot



Resultados
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Conclusiones

En este trabajo se ha implementado el valor de
retardo para valores que han de considerar los
diferentes factores que pueden afectar al creci-
miento poblacional en tiempos actuales.

Este modelo puede ser aplicado para tipos de
poblaciones diferentes, esto quiere decir que no
solmente puede ser relacionado con la poblacion
humana, sino que también de otro tipo.

Las Ecuaciones diferenciales con retardo casi
siempre presentan un tipo de graficas oscilato-
rias, esto quiere decir que existen ciertos pun-
tos criticos que afectan al crecimiento o decre-
cimiento, esto puede ser explicado por algunas
anomalias que surgen dentro de las poblaciones.

Se concluye que existiendo factores propios, por
ejemplo de un habitat de microorganismos, exis-
ten factores antagonistas que hacen que la velo-
cidad de crecimiento sea desacelerada en ciertas
etapas.
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