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Abstract- En este artículo se plantean soluciones nu-

méricas para la ecuación diferencial del crecimiento pobla-

cional, pero esta vez con un detalle de haber tomado en

cuenta un retardo en el planteamiento de la DDE, para el

análisis de el comportamiento de los resultados en base a

instancias anteriores, se ha logrado con este cambio conocer

el comportamiento oscilatorio de la función dándonos mues-

tras de la estabilidad o inestabilidad de la convergencia para

ciertos valores del modelo planteado, se denota que en esta

investigación el modelo de crecimiento poblacional puede ser

orientado a otros tipos de poblaciones no necesariamente hu-

manas.
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1. Introducción
1.1. Ecuaciones diferenciales con re-

tardo
A lo largo del tiempo las ecuaciones diferenciales

ya sean ordinarias o parciales nos han servido para la
construcción de varios modelos matemáticos usados
en ciencias y tecnología, que básicamente describen
la tasa de cambio o la relación entre una variable
junto con su tasa de cambio, este tipo de ecuaciones
modela gran cantidad de fenómenos de la vida real
como :

a. Circuitos eléctricos y flujo de corriente

b. Vibraciones mecánicas

c. Crecimiento de tumores y enfermedades infec-
ciones

d. Comportamiento de mercados financieros

e. Crecimiento bacteriano
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f. Sistemas de control

g. Procesos químicos

Sin embargo debemos tomar en cuenta que todas
estas aproximaciones son de tipo lineal, por lo que es
necesario plantear una evolución sobre el sistema lo
que nos dará como resultado un sistema en el que se
emplean ecuaciones diferenciales con retardo [1] .

También conocidas en inglés como Delay Differen-
tial Equation son un conjunto de ecuaciones diferen-
ciales que principalmente dependen de un valor (re-
tardo) de dicha función en un momento anterior, este
término es el que le da su carácter distintivo con res-
pecto a otro tipo de ecuaciones diferenciales ya sean
estas ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) las
cuales se diferencian de las ecuaciones diferenciales
con retardo (EDR), dependiendo de la variable de-
pendiente y de su derivada [2], tal como lo podemos
ver a continuación :

y′(t) = −k · y(t) (1)
y′(t) = −k · y(t− τ) (2)

Como se puede apreciar en ambas ecuaciones se
está modelando el mismo fenómeno, es decir el de-
caimiento exponencial, donde la primera ecuación (1)
corresponde a una EDO, donde su función y(t) des-
cribe la función de t con relación a una tasa constan-
te k, por otro lado tenemos la segunda ecuación (2)
que corresponde a una EDR, pero con la gran dife-
rencia de que esta ED incluye un término de retardo
τ que depende del valor de y en un momento ante-
rior, lo que podemos definir como el retardo dentro
de nuestra ED. Además, al estar asociado con siste-
mas previos, esto nos brinda una gran ventaja, ya que
podemos obtener más soluciones para describir nues-
tro sistema de interés de manera más completa. No
olvidemos que la variación del estado de y en cada
estado de tiempo de t, no es exclusivo de y(t) como
lo podemos apreciar en (1), sino que en (2) también
depende de los valores en cada estado de tiempo de
y. El retardo se lo puede describir en uno o varios
instantes, de tal manera que se lo puede expresar de
forma general como :

y′(t) = f(t, x(t), x(t− τ1), . . . , x(t− τn)) (3)
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de tal forma que una ecuación diferencial con retardo
en la forma general se ve de la siguiente forma:

y′(t) = f(x(t), x(t− τ)) (4)

Como podemos ver las ecuaciones (4) y (2) son bas-
tantes similares, donde podemos apreciar que exis-
te el retardo dentro de ambas ecuaciones pero para
asegurar la condición dentro de las mismas debemos
asegurar que se cumpla τ > 0 y k > 0, así estaremos
asegurando el retardo en (2) , de una manera mas
simple y cercana a la vida cotidiana, lo podemos re-
lacionar con el calentamiento del agua en una ducha,
con la ecuación (1) nos estamos refiriendo a que el
agua se calienta de manera exponencial es decir que
no tomamos en cuenta de que al agua le toma un de-
terminado tiempo en calentarse y le toma otro tiempo
moverse por todas las tuberías en su trayectoria hasta
salir por la regadera, ahora si le agregamos el retardo
generado por los factores mencionados anteriormente
tenemos la ecuación (2), donde se toma en cuenta de
que no todo sucede en un instante de tiempo determi-
nado exacto, con una tasa de crecimiento exponencial
constante sin retardo alguno, pero como sabemos esto
no sucede, por lo tanto los valores que están variando
dentro de esta EDR son τ y a.

Pero debemos tomar en cuenta que tenemos prin-
cipalmente 2 casos para analizar las DDE, estos son,
uno cuando τ = 0 es decir cuando no existe retardo o
no se produce el mismo, las soluciones de (1) tendrán
la forma:

y(t) = eλt (5)

λeλt = −keλt (6)

Y el otro, si asumimos que τ > 0, es decir que el
retardo existe, tomando en cuenta que lo que tene-
mos en (2) no siempre será tan sencillo de integrar y
el comportamiento de sus soluciones siempre estará
ligado a las raíces del polinomio característico. Para
esto tomamos como referencia a (2) donde haremos
una sustitución directa usando eλt de tal manera que
obtenemos:

λeλt = −keλ(t−τ) (7)

Los valores característicos de esta ecuación están liga-
dos a las raíces de esta ecuación trascendente que a su
vez determinan el comportamiento de las soluciones,
donde al final obtendriamos :

P (λ) = λ+ ke−λτ (8)

Para el siguiente sistema si tomamos los valores ca-
racterísticos como : λ = x+ iy obtendremos:{

x = −ae−xτ cos(yτ)

y = ae−xτsen(yτ)
(9)

Entonces es necesario saber donde las raíces cambian
de comportamiento lo que provoca un cambio en las
soluciones, lo que si debemos tener muy claro son las
condiciones suficientes y necesarias para nuestras so-
luciones en este caso para las raíces de λ en (7) con
la diferencia que en este caso tendremos que igua-
lar a cero esa expresión, lo que nos terminaría dando
λ+keλτ = 0 que es muy similar a (8), por lo tanto de-
finimos como k, τ ∈ (0,∞), como consecuencia tene-
mos que λ debe ser una solución para cuando nuestro
polinomio característico adopte un valor de P (λ) = 0
donde básicamente nuestro polinomio dejaría de ser
uno y pasaría a ser una función trascendente 1 [3] ya
que la solución no se podría expresar en términos de
coeficientes enteros como lo hacen los polinomios, ya
que como podemos ver en (8) nuestra expresión esta
constituida por un termino exponencial, lo que nos
daría una función trascendente como :

P (λ) = λ+ keλτ (10)

Asumiendo que λ = 0 no es una raíz, se nos da la

facilidad de poder hacer un cambio donde z =
1

λ
, re-

emplazando en (10) obtenemos la siguiente expresión
:

1

z
+ ke

1
z τ = 0

kze

1

z
τ
= 1

kze

τ

z = 1

Ahora obtenemos una nueva función que es g(z), la
cual tiene una breve peculiaridad y que si usamos
z = 0, esta tiene una singularidad además de que no
se llega a anular en C\{0}, para poder apoyar nuestro
desarrollo debemos hacer un breve uso del teorema de
Picard.

Teorema 1 (Teorema de Picard) Se establece
que si f(x, y) es una función continua y localmen-
te Lipschitz con respecto a y en una región abierta
que contiene al punto (x0, y0), entonces el problema
de valores iniciales y′(x) = f(x, y), y(x0) = y0 tiene
una única solución en un intervalo que contiene a x0.

2

Teorema 2 (Teorema de Lipschitz) Sea ẏ =
f(t, y) una ecuación diferencial donde f es una fun-
ción Lipschitz continua con respecto a la variable y,
es decir, existe una constante L tal que para cualquier
t y y1, y2, se tiene que |f(t, y1)−f(t, y2)| ≤ L|y1−y2|.

1una función trascendental esta constituida de funciones exponenciales, logarítmicas, trigonométrica, hiperbólica y Gamma
2Es común enunciar el teorema de Picard en términos más generales, incluyendo para sistemas de ecuaciones diferenciales y

EDO con retardo.
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Entonces, para cualquier punto inicial (t0, y0), exis-
te una única solución y(t) definida en un intervalo
(t0 − δ, t0 + δ), donde δ es un número positivo que
depende de L y de la elección de y0.

Entonces usando el teorema 1 podemos decir que la
función inversa de g evaluada en 1 tiene una canti-
dad infinita de elementos ( g−1(1)), es decir que las
soluciones que obtenemos de la ecuación caracterís-
tica conforma un conjunto que es de la forma {λk}
k∈N con |λk| → ∞, lo que a su vez implica que la
ecuación diferencial tiene una cantidad infinita de so-
luciones complejas que se asemejan a la forma:

y(t) = eλkt

El resultado es que bajo cualquier combinación lineal
en el campo de los números complejos se tiene una di-
mensión infinita, pero también es válido en el caso de
que necesitemos o estemos interesados en todas sus
soluciones reales. Algo que cabe destacar dentro de
esto es que x es una solución en el campo de los com-
plejos si y solo si el recorrido de x como la imagen
de x sean soluciones en los reales.

1.2. Modelos poblacionales
Los modelos poblacionales básicamente son herra-

mientas matemáticas, usadas para poder describir el
comportamiento de las poblaciones de algún ser vi-
vo dentro de un ambiente determinado, este tipo de
modelos son ampliamente usados en varios campos
como la biología, epidemiología, demografía y tam-
bién en la gestión de recursos naturales entre otros. [4]
Existe una gran cantidad de factores que afectan al
crecimiento de una población ya sea la limitación de
recursos, contaminación o conflictos bélicos.

Para lograr el crecimiento o reducción de la pobla-
ción, se deben considerar principalmente tres proce-
sos: el crecimiento natural, que se calcula a partir de
la diferencia entre el número de nacimientos y muer-
tes en un territorio durante un período de tiempo de-
terminado; el crecimiento social, que depende de los
movimientos poblacionales como la migración hacia
otras regiones o dentro de un área local y el creci-
miento total, que incluye ambos tipos de crecimiento
mencionados anteriormente, lo que nos da una idea de
como crece o decrece la población demográficamente
para a futuro poder planificar; pero en este caso va-
mos a centrarnos específicamente en la generación z,
la cual comprende a todas las personas nacidas entre
1997 - 2012 [5] , también en base al criterio de otros
autores muchas veces se lo suele tomar desde 1995
en adelante para hacer referencia a todas las perso-
nas que pertenecen a la generación z, pero la relación
que tienen con el crecimiento poblacional es que han
vivido momentos importantes en la economía global
como la caída de las torres gemelas o la recesión eco-
nómica de 2008, por lo tanto les toma mas tiempo in-
dependizarse, además de que muchos de ellos cursan

o cursaron carreras universitarias lo que hace que lle-
guen a independizarse mucho mas tarde con respecto
a generaciones anteriores o directamente con relación
a sus progenitores, los cuales formaron una familia a
una edad mas temprana y además también tuvieron
varios hijos mucho ántes que sus propios hijos.

Según proyecciones del INEC, para el 2030 la po-
blación adulta mayor estará por debajo de 2.1, lo que
quiere decir que el cambio generacional tomará mu-
cho más tiempo del que debería, lo cual no asegura
un cambio generacional debido a que no existe otra
generación de igual tamaño que la pueda sustituir.

2. Metodología

Con la información proporcionada en las secciones
anteriores tenemos algunas nociones sobre EDR, pero
para ser más específicos hablaremos sobre el modelo
logístico con retardo [6] tiene la ventaja de permitir
una descripción más detallada y precisa de cómo una
población cambia en el tiempo, ya que considera el
impacto de eventos pasados en su crecimiento actual
y en las siguientes secciones entraremos en la aplica-
ción de la teoría anteriormente expuesta, además del
uso de MATLAB que es una poderosa plataforma pa-
ra la programación junto con el énfasis que tiene hacia
el cálculo numérico lo que nos favorece para nuestros
objetivos, además permite el análisis de datos, jun-
to con la creación de modelos y algoritmos para su
posterior resolución.

3. Desarrollo

El modelo que mejor se adapta para nuestra nece-
sidad es el de la ecuación logística, se basa en la idea
de que la tasa de crecimiento de la población está en
función de la cantidad de individuos en cada edad,
lo que permite predecir la estructura de edad de la
población en el futuro.

Este modelo se basa en la simple premisa de ba-
sarse en la suposición de que la tasa de crecimiento de
una población disminuye a medida que la población
se acerca a su capacidad máxima de carga [7] , nues-
tro modelo como una ED se la puede expresar como
:

dy

dt
= ry

(
1− y

K

)
(11)

donde:

dy
dt representa la tasa de cambio de la población
y en el tiempo t.

r es la tasa de crecimiento intrínseca de la po-
blación.

t es el tamaño actual de la población.
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K es la capacidad de carga del entorno, que es la
cantidad máxima de individuos que el entorno
puede sostener..

Esta ecuación se conoce como una ecuación diferen-
cial ordinaria de primer orden porque solo involucra
la primera derivada de la función y(t) con respecto al
tiempo t. La solución de esta ecuación describe cómo
la población cambia con el tiempo, y se puede obte-
ner mediante técnicas analíticas o numéricas, como la
integración numérica.

3.1. Modelo propuesto

Para poder plantear la ecuación para este caso,
tomaremos como referencia (11) ya que nos estamos
basando en ese modelo, donde las soluciones de este
sistema pueden ser utilizadas para hacer predicciones
sobre el crecimiento y la estructura futura de la pobla-
ción, y para evaluar el impacto de diferentes políticas
o intervenciones en la población.

Sin embargo, hay que recordar que todos los mo-
delos matemáticos tienen limitaciones y este no es la
excepción, y es bastante importante nombrarlas para
poder tenerlas en cuenta [8] :

No tiene en cuenta factores externos: La ecua-
ción logística se basa en la idea de que la pobla-
ción crece en un entorno ideal sin limitaciones
externas, pero en la realidad hay muchos fac-
tores que pueden afectar el crecimiento de una
población, como cambios en el clima, la dispo-
nibilidad de recursos y la competencia con otras
especies.

No considera la variabilidad genética: La ecua-
ción logística asume que todos los individuos de
una población son idénticos y que no hay varia-
bilidad genética. En la realidad, la variabilidad
genética puede influir en la supervivencia y el
éxito reproductivo de los individuos, lo que a su
vez puede afectar el crecimiento y la evolución
de la población.

No es adecuada para poblaciones pequeñas: La
ecuación logística es más adecuada para mode-
lar poblaciones grandes, ya que puede no ser
precisa en poblaciones pequeñas donde el creci-
miento no sigue un patrón predecible.

dN

dt′
= rN

(
1− N(t′ − τ)

K

)
(12)

donde N(t) es la población de la generación Z en
el tiempo t, r es la tasa de crecimiento máxima, K es
la capacidad de carga del ambiente para la población
y τ es el tiempo de retardo. Esta ecuación describe
cómo la población de la generación Z cambia con el

tiempo, teniendo en cuenta el efecto de eventos pasa-
dos en su crecimiento actual, además de estos pará-
metros, también se necesitan las condiciones iniciales,
es decir, el valor de la población en el tiempo inicial
N(t0), donde t0 es el momento en el que comienza la
simulación.

Para poder obtener los valores de esta EDR me-
diante un método numérico primero debemos obtener
las tasas requeridas para nuestra ecuación, lo que re-
cae en la fiabilidad de los datos para poder obtener
una solución bastante precisa ya que estos la pueden
afectar. Y no vemos importante también se debe te-
ner en cuenta que criterios se deben tomar en cuenta
la elección de valores para el retardo τ ya que estos
afectan directamente a la solución y la estabilidad [9]
de la EDR, pero antes hay que hacer ciertos ajustes
donde tenemos que hacer ciertas sustituciones como
y = N/K y t = t′/τ , ya que es deseable que nues-
tra ecuación sea adimensional, donde luego se podra
observar los resultados de la derivacion de y y τ

y =
N

K

N = Ky → dN

dy
= K

t =
t′

τ
→ dt

dt′
=

1

τ

ahora con estos cambios podemos usar (12), usamos
la regla de la cadena en nuestra ecuación original,
dN/dt:

dN

dt′
=

dN

dy

dy

dt

dt

dt′

dN

dt′
= K

dy

dt

1

τ

regresando a la ecuación que tenemos en un principio
(12), ahora hacemos una sustitución para N , K, t′ y
dN/dt′ :

dN

dt′
= rN

[
1− N(t′ − τ

K

]
K

dN

dt′
1

τ
= ryk

[
1− y(

N(t′ − τ

τ
)

]
En la parte izquierda de la ecuación se reemplazó
dN/dt por lo que se empleó la regla de la cadena y en
el lado opuesto sustituimos empleando N/K, luego en
la parte interna, dividimos para τ para que nuestra
expresión quede en términos de t, recordando la susti-
tución t = t′/τ , podemos ver hacia atrás que ese paso
fue necesario, además ver que es más sencillo resolver
nuestra ecuación actual para dy/dt :

dy

dt
=

k

k
ryτ

[
1− y

(
t′

τ
− τ

τ

)]
dy

dt
= ryτ [1− y(t− 1)]
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Para poder obtener la ecuación en su forma final te-
nemos que hacer una última sustitución con α = rτ ,
obteniendo al final nuestra EDR en una forma adi-
mensional:

dy

dt
= αy [1− y(t− 1)] (13)

Ahora podemos usar nuestra ecuación (13) para po-
der generar gráficas usando MATLAB. Una vez que
tenemos la ecuación se deben obtener los factores
necesarios para su planteamiento, se investigan los
datos de 2021 debido a que de ese año en cues-
tión se tienen los datos netos requeridos comple-
tos. N-> número de individuos ; B -> natalidad
; D -> mortalidad; M -> migración ;F-> indivi-
duos que fluctuan / fecundidad métricas de poblacio-
nes y similar: https://www.ecuadorencifras.gob.ec/
documentos/web-inec/PoblacionyDemografia
/ProyeccionesP oblacionales/presentacion.pdf
(INEC)

Como siguiente paso tenemos la investigación y
obtención de datos por medio de entes dedicados a
estudios estadísticos o demográficos para el año 2021,
donde según el INEC la tasa fue de 14.21 nacidos (vi-
vos) por cada 1000 habitantes, por otro lado la tasa de
mortalidad fue de 5.9 por cada 1000 habitantes [10],
también la tasa de migración durante el mismo perío-
do fué de 0.139 por cada 1000 habitantes y la tasa de
fecundidad es de 2.00.

3.2. Aplicación en MATLAB

Este es un poderoso software matemático para si-
mulación, el cual nos ofrece varias herramientas para
resoluciones de EDR. En este caso vamos a emplear
DDE23 3, en el cual se empleará la siguiente estructu-
ra proporcionada por Mathworks que está en la pro-
pia documentación 4, la cual tiene la siguiente sintaxis
:

solucion=dde23(‘funcion’,
retrasos, valor_inicial, intervalo)

con (13) podemos variar los valores de α, para meros
métodos de experimentación podemos asignarle va-
lores pequeños como α = 1 o α = 2, pero debemos
tener en cuenta que las EDR se basan en tiempos pa-
sados para la obtención de resultados, en el caso de
que y(t) = 0.5 en el intervalo de −1 ≤ t ≤ 0 y con
el retardo con el valor de τ = 1, que es lo que está
representado en el siguiente código en MATLAB:

sol = dde23(@h,1,0.5,[0,40]);
plot(sol.x,sol.y)
grid on

title(’EDR con en la generación
z \alpha=2.0’)
xlabel(’t’)
ylabel(’y’)
set(gcf, ’PaperPosition’,
[0,0,4,3])
set(gcf, ’PaperSize’, [4,3])

function v = h(t,y,Z)
v = (2).*y.*(1-Z);

end

La gran ventaja que tiene el uso de DDE23 es que
después del primer parámetro de la función donde le
asignamos el valor de 1 debido a que es el tiempo de
retardo (τ = 1), en el siguiente parámetro indicamos
el valor inicial el cual lo definimos dentro de un inter-
valo, y como último parámetro definimos el dominio
de la misma dentro del plot.

Hay que denotar que en el código tenemos una
función anónima que recibe 3 parámetros que son
h(t,y,Z), donde:

El primer parámetro representa a la variable en
un tiempo estándar.

El segundo parámetro es la presentación de y(t)
en (13),

Pero el último parámetro de la función es distinto
al resto al que representa el retraso en el tiempo de
la función y(t − τ) ya que este solver extrae el valor
de τ de nuestro script como parámetro de DDE23, y
solamente digitamos Z dentro de nuestra función.

En nuestro caso de aplicación y es la fracción de
población que representa la generación Z en el pre-
sente o un tiempo determinado y por otro lado α re-
presenta la tasa de natalidad de esta generación, no
menos importante la interacción ( [1− y(t− 1)] ) por
la competencia de recursos limitados ya sean estas
oportunidades laborales, vivienda, educación y otros
recursos escasos, lo que limita el crecimiento pobla-
cional de una generación en cierto período, esto nos
ayuda a comprender mejor las tendencias de creci-
miento poblacional y a tomar decisiones informadas
sobre la planificación del crecimiento y el desarrollo
sostenible a largo plazo.

3DDE23 emplea el método numérico Runge-Kutta para la solución de DDE, por lo tanto no es necesario escribir el código para
usar algún otro método numérico.

4https://la.mathworks.com/help/matlab/ref/dde23.html
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4. Resultados

Figura 1: Oscilación de una solución con valores de
α = 2

5. Conclusiones
I. En este trabajo se ha implementado el valor de

retardo para valores que han de considerar los
diferentes factores que pueden afectar al creci-
miento poblacional en tiempos actuales.

II. Este modelo puede ser aplicado para tipos de
poblaciones diferentes, esto quiere decir que no
solmente puede ser relacionado con la población
humana, sino que también de otro tipo.

III. Las Ecuaciones diferenciales con retardo casi
siempre presentan un tipo de gráficas oscilato-
rias, esto quiere decir que existen ciertos pun-
tos críticos que afectan al crecimiento o decre-
cimiento, esto puede ser explicado por algunas
anomalías que surgen dentro de las poblaciones.

IV. Se concluye que existiendo factores propios, por
ejemplo de un habitat de microorganismos, exis-
ten factores antagonistas que hacen que la velo-
cidad de crecimiento sea desacelerada en ciertas
etapas.
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