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Abstract— In this research, an experimental evaluation of the
naturalness and interpretability using fuzzy numbers in an
everyday university context was carried out. Four graphical
representations of fuzzy numbers (triangular, trapezoidal, Gaussian
and L-R) were evaluated in linguistic expressions such as "around
_""and "greater than _"' to determine the most natural ones in that
context. In addition, two forms were designed with simple
arithmetic operations and imprecise linguistic expressions. In this
way we were able to evaluate whether the results obtained through
mathematical operations with fuzzy numbers proposed by different
authors resemble the mental calculations that university students
would perform. A sample of 44 students was used, the results
reflected that the expressions "around " and "close to " are
better represented with the Gaussian form; trapezoidal
representations are associated with expressions such as ""between _
and _" and "not less than _" and better represent results of
addition and subtraction operations, while the L-R representation is
more natural when obtaining results in multiplications.
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Resumen— En esta investigacion se realizo una evaluacion
experimental sobre la naturalidad e interpretabilidad utilizando
numeros difusos en un contexto cotidiano universitario. Se
evaluaron cuatro representaciones grdficas de numeros difusos
(triangular, trapezoidal, gaussiana y L-R) en expresiones
lingiiisticas como “alrededor de _” y “mayor que _” para
determinar las mds naturales en dicho contexto. Ademds, se
diseriaron dos formularios con operaciones aritméticas sencillas y
expresiones lingiiisticas imprecisas. Asi logramos evaluar si los
resultados obtenidos a través de operaciones matemdticas con
numeros difusos propuestos por diferentes autores se asemejan a
los calculos mentales que realizarian estudiantes universitarios. Se
utilizo una muestra de 44 estudiantes, los resultados reflejaron que
las expresiones “alrededor de ” y “cercano a _” son mejor
representadas con la forma gaussiana; las representaciones
trapezoidales se asocian con expresiones como “entre _y "y “no
menor a _” y capturan mejor resultados de operaciones de suma y
resta; mientras que la representacion L-R destaca al obtener
resultados en multiplicaciones.

Palabras clave— nuimeros difusos, representaciones grdficas,
naturalidad, interpretabilidad, L-R.

I. INTRODUCCION

De forma habitual utilizamos expresiones como
“alrededor de _”, “cercano a _”, “no menor a _” 0 “menor que
_”. Para las personas esto resulta natural ya que es parte de la
comunicacion diaria, mientras que dispositivos como las
calculadoras, necesitan expresiones exactas para realizar sus
operaciones. Para sobrepasar esta limitacion se utilizan
nameros difusos, donde cada nUmero tiene un grado de
pertenencia, dicho grado es un valor que puede estar entre 1y
0 y que puede ser usado para determinar que ndmeros
pertenecen mas al conjunto de nimeros difusos que otros [1].
En el siguiente ejemplo se utilizara el grado de pertenencia
para definir qué valor es mas probable de cumplir con el
enunciado. La frase “la reunion es alrededor de las 5 se puede
representar como el numero difuso A = (4,5,6) con los grados
de pertenencia (4) = u(6) =0y u(5) =1, donde el punto con
mayor pertenencia es el nimero 5, lo que se interpreta como la
hora mas probable en la que el suceso ocurrira, aunque la
reunion podria darse en cualquier momento entre las 4 y las 6.
Cabe resaltar que los numeros difusos son sensibles al
contexto [2], lo que quiere decir que si la anterior frase se dice
en un grupo de amigos o si se dice en un grupo de trabajo va a
existir una diferencia, pues, en el segundo caso, generalmente
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se espera mayor puntualidad.

Con el fin de facilitar la comprensiéon y manejo de los
nameros difusos varios autores han propuesto diversas
representaciones graficas para visualizarlos y diferentes
formas para resolver operaciones aritméticas que los incluyen
[3-9]. Determinar la interpretacion grafica depende mucho del
contexto en el que se encuentre [10]. Por ello, gran parte de la
literatura sobre la interpretabilidad se enfoca en contextos
especificos [10]. Si se desea abarcar el contexto mas general,
como, por ejemplo, en un entorno universitario, se deben
simplificar las representaciones graficas, adaptarlas para que
quienes conforman dicho contexto puedan entenderlas [11]. Es
justamente en el entorno universitario, asi como en otros
contextos cotidianos, donde mas se utilizan expresiones poco
precisas, y a su vez, donde méas se perdona la inexactitud en
las respuestas. Por lo anterior surgen un par de preguntas:

* Q,: ¢Cuales son las representaciones graficas que mejor
ilustran a cada una de las expresiones linguisticas como
“alrededor de ", “entre _y 7, utilizados para realizar
operaciones matematicas basicas con nimeros difusos?

* Q,: ¢En qué medida se asemejan los resultados obtenidos
a partir de las operaciones matematicas con métodos
propuestos en la literatura para operar nimeros difusos
a los resultados esperados en un contexto mas cotidiano
como el universitario?

Responder estas preguntas nos permitiran evaluar la
naturalidad e interpretabilidad de distintas representaciones
gréficas para mostrar el resultado de operaciones efectuadas
con ndmeros difusos en un contexto cotidiano. Este articulo
tiene como propédsito realizar dicha evaluacién de forma
experimental a partir de las representaciones y operaciones
matematicas propuestas por diversos autores en la literatura.
Como parte del experimento se cre6 una calculadora que nos
permita obtener los resultados de las operaciones, se utilizaron
formularios para capturar los datos que forman parte de este
estudio y se proponen indicadores de naturalidad e
interpretabilidad como mecanismos de evaluacion.

Con el proposito de responder a las preguntas anteriores,
en primer lugar, en la Seccion 2 se presenta un marco teorico
sobre las distintas representaciones de nimeros difusos. En la
Seccidn 3 se presenta la metodologia, lo que se va a seguir
para recabar informacion para responder @, y @,. En la
Seccidn 4 se presentan los resultados de la experimentacion,
se los analiza, y en la Seccion 5 se los discute. En la Seccion
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6, finalmente se concluye hasta qué punto se contestaron las
preguntas @, y @,. Las recomendaciones para futuros trabajos

se encuentran en la Seccion 7. La investigacion finaliza con la
Seccion 8, los reconocimientos.

I1. MARCO TEORICO

Los nameros difusos son una extensién de los ndmeros
reales donde, en vez de poseer un valor definido, tienen una
funcién de pertenencia [12]. La funcién de pertenencia p(x) tal
que U(x) € [0, 1] donde u(x) = O representa el valor de menor
pertenencia, mientras que p(x) = 1 muestra el valor de mayor
pertenencia. Otra forma de representar los nimeros difusos es
definiendo la funcién de pertenencia en un intervalo A =
[L(x), R(X)], donde

L(x) six =1

R(x), six =1 )

nx) = {

L(x) es la formula del lado izquierdo, donde se muestra la
probabilidad antes de la expresion, y R(x) después de la
expresion. Por ejemplo, si se utiliza “alrededor de las 87, L(x)
seria la pertenencia antes de las 8 y R(x) después de las 8,
siendo la pertenencia de que sea 8 igual a 1, la mayor
probabilidad.

b(5)

H(x)

Fig. 1 Representacion triangular de un nimero difuso A = (2,5,6)

A. Representacion Triangular

Una de las formas que puede tomar la funciéon de
pertenencia de un nimero difuso es la triangular. Esta es
representada numéricamente como A = (a, b, ¢) tal que p(@) =
p(c) =0y u(b) = 1. En la Fig. 1 se muestra un ejemplo de un
namero difuso triangular A = (2, 5, 6) que podria representar a
la frase “nos reuniremos alrededor de las 5.

Existen situaciones especiales donde existe un minimo,
pero no un maximo, o viceversa. Por ejemplo, “El tiempo que
me demoro estudiando es mayor a 30 minutos”, lo que implica
cualquier cantidad de tiempo mayor a 30 minutos, como 60,
90 0 mas minutos. En estos casos, se establece Unicamente el

limite minimo o méaximo, junto con su extremo, mientras que
el extremo opuesto se representa como infinito. La
representacion triangular para representar “mayor a 30
minutos” seria B = (20, 30, o).

B. Representacion Trapezoidal
5

b(2) c(5)

Fig. 2 Representacion trapezoidal de un nimero difuso A = (1,2,5,6)

Los numeros difusos trapezoidales son representados
como A = (a, b, ¢, d), donde p(@) = u(d) =0y p(b) = u(c) = 1.
En la Fig. 2 se muestra un ejemplo de un ndmero difuso
trapezoidal A = (1, 2, 5, 6) que podria representar a la frase
“nos reuniremos entre las 2 y las 5.

La forma trapezoidal también puede representar
situaciones especiales donde existe un minimo, pero no un
méximo, o viceversa. La representacion trapezoidal para
representar “mayor a 30 minutos” seria B = (20, 30, o, o).

C. Representacion Gaussiana

Los nimeros difusos también pueden tomar la forma de
una campana de Gauss. Un nimero difuso gaussiano simétrico
tiene como representacion A = (m, o) donde m es la media y
es el valor de la desviacion estandar. Se puede usar la
representacion de intervalos mostrados en la ecuacion (2) para
realizar operaciones aritméticas con ndmeros difusos
gaussianos.

A= [m— (o] /—Zln(u(x)),m+ o /—Zln(u(x))] [13] (2

La forma gaussiana no puede representar situaciones
especiales donde existe un minimo, pero no un méaximo, o
viceversa, porque no se puede sacar la media a una cantidad
infinita de valores.

D. Representacion L-R
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H(x)

Fig. 3 Representacion L-Rde A= (m, U, L, R)

La representacion L-R de los ndmeros difusos se deriva
originalmente de las representaciones trapezoidales como se
muestra en la Fig. 3. Dado un numero difuso trapezoidal
(a,b,c,d), se permite una representacién cuddruple (m, U, L, R)
tal que m es el valor central del ndmero difuso trapezoidal
calculado con m = (b + c) / 2. U representa el desplazamiento
en la parte superior del nimero difuso con relacion al valor
central de maneraque U =m —c. MientrasqueL=m-ayR
=d — m son los desplazamientos inferiores por la izquierda y
por la derecha respectivamente [8].

La forma L-R no puede representar situaciones especiales
donde existe un minimo, pero no un maximo, o viceversa.
Esto se debe a que esta representacion necesita un punto
medio, y no se puede definir un punto medio cuando uno de
los valores es infinito.

E. Calculos aritméticos entre ndmeros difusos

Una vez se decide por una representacion grafica de
nameros difusos se puede operar con estos. Cada
representacion tiene sus propios acercamientos aritméticos.

Célculos entre numeros difusos triangulares: Varios
autores han propuesto diferentes formas de realizar calculos
aritméticos entre nimeros difusos triangulares [3]. Entre los
méas conocidos se encuentra la aproximacion estandar.
Consideremos la operacién binaria * (suma, resta o
multiplicacion) y dos nimeros difusos:

A = (ay,by,c1),B = (az, by, ¢2). Entonces la operacién

A=B = (ay*azby*by,ci*cy) (3).

Usando el ejemplo 4 = (2,5,6) yB= (1,3,5), entonces
A+ B=(3811) (4.

Las operaciones aritméticas también pueden ser realizadas
con intervalos donde los valores son mas exactos pero las
operaciones pueden llegar a ser mas complejas
computacionalmente. En [3] los autores propusieron guardar
los valores de desplazamiento hacia la izquierda y hacia la
derecha, similares a la representacion L-R, para realizar la
multiplicacién entre intervalos triangulares de una forma mas

sencilla. En este caso, un nimero difuso A es representado
como 4=(ab,c,4,p) | donde el desplazamiento a la
izquierda 4 =Db/a y el desplazamiento a la derecha
p=bje

Célculos entre numeros difusos trapezoidales: Hay
cuatro formas de resolver operaciones aritméticas con
numeros difusos trapezoidales. La primera se la encuentra en
[4], donde, para realizar operaciones aritméticas se utiliza la
aproximacion estandar. Consideremos la operacion binaria *
(suma, resta o multiplicacion) y dos nUmeros difusos
A= (ay,by,cq,dy) y B = (az by¢3,d3) entonces

Ax=B = (al * az,bl * bz, [ Cz,dl * dz) (5)

Por ejemplo, 4 = (2,5,6,8) y B = (1,3,5,7), entonces
A+B=(381115). (6)

Una segunda forma de realizar operaciones aritméticas es
por intervalos [5], donde en caso de tener los mismos
conjuntos anteriormente mencionados, se los separa en
tales que A1 =(ai,by) | A= (ci,dy)

By = (a2, b2) y Bz = (€2,d2). Con los intervalos listos,
A+*B=A;+Ay+ By ¥ By = (ay*ag by * by), (¢ % c3,dy + d3). (7)

intervalos

Si tenemos 4 = (2,5,6,8) y B = (1,3,5,7), entonces
A+B=(38),(1,,15). (8)

En [5] se propone que la manera mas natural de realizar la

resta entre 2 nameros difusos trapezoidales
A= (ay,by,c1,d1) y B = (az byca,ds) es:
az = ay — by, @
b; = by — ay, (10)
c3 = 1 + €3, (11)
dg = dl +d2 (12)
En [6] se propone aproximar representaciones
trapezoidales con derivadas para realizar operaciones

aritméticas precisas. El trapezoide es representado de la forma
A = (ty,t3,t3,t4) donde cada valor del numero difuso es una

derivada de su funcién de intervalo 4 = [L(x), R(x)], tal que
1

1
t; = —6 J;) a L(x)dx +4L L(x)dx, (13)
1 1
t, =6 J;) aL(x)dx — 2L L(x)dx, (14)
1 1
t=6 L « R()dx — 2 L RG)dx, (15)

1

ty =—6 jla R(x)dx + 4] R(x)dx. (16)

Esto permite utilizar la aproximacién
preservando la forma del intervalo esperado [6, 8].

estandar
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En [7] se propone un acercamiento a la multiplicacion,
con el objetivo de aproximar el resultado de manera que sea
mas manejable computacionalmente. Asi, el producto de

A=(ab,c,d) y B=(ef,gh) es aproximado al niimero
difuso € = (0,7, k, D, tal que
i=%(bfa)(ffe)+2((bfa)a+(ffe)e)+3a372bf, 17
j=>bf, (18)
k=cg, (19)
l :;(d —c)h—g) —2((d - e+ (h —g)h) +3dh —2¢cg,  (20)

Calculos entre nimeros difusos L-R: Considerando una
operacién binaria * (suma, resta o multiplicacién) y dos

nimeros L-R  dados por A=(nyU;,Ly,Ry) vy
B = (my,U;, Ly, Ry) la operacién tal que

mz = My * Mz [8]. La funcién de intervalo resultante seria

, se define

A+*B =[m;*my; — L.(A,B),my*my, — R.(A,B)], (21)
donde

L,(4,B) = max(Ly — r(Ly — Uy), Ly — (L= U3)),  (22)
R.(4,B) = max(R, —r(R, — U1),R, —r(R, ~ U3)),  (23)

de manera que el namero resultante es
A=B = (my * my,max(U;,U;), max(L,, L,) , max(R,,R,)). (24)

para cualquier operacion [8].

Cdlculos entre numeros difusos gaussianos: Al momento
de trabajar con la representacion gaussiana, en la suma, resta y
multiplicacion se puede realizar la aproximacion estandar, por
ejemplo, si tenemos 2 numeros difusos gaussianos
A= (my,01) y B=(my,02) | se tendria las operaciones
A+B=(my+ myo,+0;) y A—B=(my— my0,— 03)

[91.

Representacion de la suma Gaussiana A + B

101 — A=(m,o1)
— B=(mao)

— A+B
0.8 4

0.6 4

uix)

0.4 4

0.2 1

0.0 q

-2 -1 o 1 2 3 4 5 6
x

Fig. 4 Representacion de la suma Gaussiana A + B

En la Fig. 4 se puede apreciar un ejemplo de suma entre
nameros difusos gaussianos.

A continuacién, presentamos una metodologia que ayuda
a encontrar cudl es la mejor representacion grafica para cada
expresion lingiiistica y qué tan cercanos son los resultados de
las operaciones aritméticas a lo que se espera en contextos
cotidianos. Para lograrlo se emplearan distintas herramientas
como una calculadora de niimeros difusos disefiada a partir de
la literatura de las distintas representaciones, y formularios
que pondran a prueba tanto las representaciones graficas como
los métodos para las operaciones aritméticas suma, resta y
multiplicacion.

I1l. METODOLOGIA

Trabajo previo

Seleccion de
modelos

Seleccidn y segmentacion de muestra

Creacién dela Resultados graficos
calauladora de las operaciones

[ 24 estudiantes universitarios de ingenieria |
I

I 1
Grupo F1: 22 estudiantes ‘ ‘ Grupo F2: 22 estudiantes

[ l

Disefio de formularios

Formulario 2: F2

Formulario 1: F1

| SecciénldeFlyF2: i de las

s1 % oa B Rt
graficas para cada expresion lingtiistica

Seccién 2 de F1:
Evaluacion de las graficas
como respuestas apropiadas
para una operacién planteada

Seccién 2 de F2:
. on de expresi S
como respuestas apropiadas para una
operacion planteada

s2

Tabulacién de datos

lingtisticas a graficos representativos

Tabulacién por representacién grafica para cada operacion

Andlisis de

Andlisis de representaciones

graficas y expresiones lingUisticas 4
graficas y operaciones difusas

Andlisis de representaciones
de operaciones difusas ’

Fig. 5 Modelo de desarrollo de la metodologia

La Figura 5 ilustra la metodologia que se llevo a cabo
para el desarrollo de esta investigacion.
La metodologia se conforma de cinco pasos:

1. Trabajo previo: Se realiz6 la seleccién de 4
modelos de representacion de ndmeros difusos
(Triangular, Trapezoidal, L-R, Gaussiana). Se
cred una calculadora que realiza las diferentes
operaciones aritméticas mostradas en [3-9, 13] y
muestra el resultado grafico de cada una de las
operaciones.

2. Seleccion y segmentacion de muestra: Se
seleccionaron 44 estudiantes de grado de carreras
de ingenieria para la muestra. Se dividi6 la
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muestra en dos grupos de tamafio:
Grupo,y Grupo,.

3. Disefio de formularios: Se disefiaron dos
formularios con dos secciones cada uno:

a. El formulario F; con la seccion S, en el
que se evaluaria la interpretabilidad de
las graficas para cada expresion
linglistica, y S; en el que se evaluaria
las representaciones graficas como
respuestas apropiadas para un problema
planteado.

b. El formulario F; con la seccion S, en el
que también se evaluaria la
interpretabilidad de las graficas para
cada expresién linglistica, y
S; en el que se evaluarian las
expresiones linglisticas como
respuestas apropiadas para un problema
planteado. S5 corresponde a una seccion
de control de las respuestas en
S, de modo que se evalla la asociacion
entre  representaciones graficas 'y
expresiones linguisticas.

Se solicitd al Grupo, que contestara Fy y al Grupo,

gue contestara F.

4. Tabulacién de datos: Consistié en convertir las
expresiones linguisticas a los respectivos
graficos de representacion para tabularlos de
acuerdo con sus respuestas. Ademas, para ambos
formularios, se agrup6 vy tabulé cada
representacion grafica dependiendo de la
operacion utilizada en la pregunta.

5. Andlisis de resultados: Se analizaron las
respuestas obtenidas en los formularios. Para la
seccion S; se analizd las representaciones
gréficas para cada expresién linguistica. En
cambio, en las secciones S; y S3 se analiz6 la
asociacion de las representaciones gréficas junto
con las expresiones linglisticas de las
operaciones difusas. Este proceso ayudd a
determinar qué representaciones difusas son las
maés entendibles en contextos cotidianos, pues en
esencia consistio en acercarse a las personas que
componen estos contextos y preguntarles su
opinion directamente.

igual

A. Trabajo Previo
Seleccion de modelos: Se seleccionaron los
siguientes modelos de representacion de nimeros

difusos:
e Triangular
e Trapezoidal
e |L-R
e (Gaussiana

Calculadora de NUmeros Difusos: Se cred una
calculadora de numeros difusos para poder realizar las
representaciones graficas obtenidas de los resultados de las
operaciones aritméticas. La calculadora fue implementada en
Python 3.9.16 y presenta la interfaz mostrada en la Fig. 6. Para
poder realizar las operaciones aritméticas primero se programd
las diferentes representaciones y sus operaciones para realizar
calculos. Se cre6 una clase por cada representacion
matematica.

Para la calculadora se decidié utilizar las expresiones
“alrededor de _”, “entre _ y _”, “como maximo _” y “como
minimo _” como entradas que representan nameros difusos.

around(4.0) + between(5.0, 8.0)

X= 5 Y= 8
'Between(x, y)" Around(x) ” At Most(x) “ At Least(x) IH
L+ [ [0 [ [a]

Fig. 6 Interfaz gréafica de la calculadora

Para poder realizar las operaciones aritméticas, los valores
de entrada son convertidos a la representacion matematica con
la que se quiere realizar la operacion. Las expresiones
utilizadas solo definen el valor, o rango de valores, donde
1(x) = 1y no definen los valores donde p(x) = 1. Por lo que
si se tiene la frase “Nos vemos entre las 4 y 5 de la tarde”, se
la puede representar con la siguiente forma trapezoidal:
A = (a,4,5,d), donde se desconocen los valores de a y de d.
Para estimar los valores faltantes se decidio utilizar la
siguiente aproximacion:

a = 0.5b, (25)
b =b, (26)
c=rc, (27)
d =1.5¢c, (28)

Representaciones graficas de las operaciones: Después
de convertir los nimeros difusos en sus representaciones
matematicas, se realiza la operacion aritmética deseada. Esto
se realiza por cada representacion matematica (triangular,
trapezoidal, gaussiana y L-R). Los resultados son graficados
con la libreria matplotlib como muestra la Fig. 7 y guardados
en un PDF con la libreria FPDF.
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Fig. 7 Resultados obtenidos por la calculadora

B. Disefio de Formularios

Recordando que se evaluara la naturalidad e
interpretabilidad de los nimeros difusos respondiendo las
siguientes preguntas:

e Q,: ¢Cuales son las representaciones graficas que
mejor ilustran a cada una de las expresiones
lingiiisticas como “alrededor de _”, “entre _y _”,
utilizados para realizar operaciones matematicas
bésicas con numeros difusos?

* Q.. ¢En que medida se asemejan los resultados
obtenidos a partir de las operaciones
matematicas con métodos propuestos en la
literatura para operar numeros difusos a los
resultados esperados en un contexto mas
cotidiano como el universitario?

Se disefiaron dos formularios F; y F, utilizando la
herramienta Microsoft Forms, en los cuales se presentaron
situaciones cotidianas en un contexto universitario con
términos linguisticos y valores ambiguos.

El formulario F; consta de 17 preguntas, mientras que el

formulario F, consta de 17 preguntas. Las preguntas de ambos
formularios son preguntas cerradas. Se establecid previamente
que las opciones de respuesta se presentarian en forma de
casillas de verificacion, permitiendo al participante la
seleccion de multiples respuestas.

Formulario F, . El formulario F, contiene dos secciones,
S1Y Sy, y esta destinado al Grupo,. Con el objetivo de
responder la pregunta de investigacion @, en la seccion Sy
gue contiene 8 preguntas, se exploraron expresiones naturales

relacionadas con graficos matematicos. Se seleccionaron 8
expresiones, “alrededor de _”, “cercano a _ ”

> ER)

, “entre _y 7,

EEINNTS 9 ELINNTS 2

“hasta las _”, “mayor que _”, “menor que _”, “no menor a _",

y “no mayor a _”, y se formulé una pregunta para cada
expresion. A los participantes se les pidid que, para cada
pregunta, seleccionaran la grafica que mejor representaba la
situacién como muestra la Fig. 8.

1. Me voy a demorar alrededor de 5 minutos en llegar a mi clase, pero no me voy a demorar
menos de 2 minutos ni mas de 8 minutos. * [}

J44.00) 46.00) % 45.00)

Nivel de Certidumbre
Nivel de Certidumbre

L2.00) \2.00) £.00 8,00}

Tiempo (minutos) Tiempo (minutos)

Nivel de Certidumbre

ol @00 .00

‘Tiempo (minutos)

[ [] Ninguna de las anteriores

Fig. 8 Pregunta 1 del formulario F'y en la seccion S1

11. Si hago una actividad entre 3 y 4 horas y luego corro entre 1y 2 horas ;Cuantas horas de
actividad hice en total?
©m

Nivel de Certidumb
Nivel de Certidumbre

Tiempo (horas) Tiempo (horas)

Nivel de Certidumbre
de Certidumt

Tiempo (horas) Tiempa (horas)

Ninguna de las anteriores

Fig. 9 Pregunta 3 del formulario F'y de la seccion S2

La seccion S, contiene 9 preguntas. Con el objetivo de
responder la pregunta de investigacion Q,, se enfoco en las
operaciones matematicas con nimeros difusos asociadas a un
ambito universitario. Esta vez se hicieron preguntas con
situaciones cotidianas en las cuales se realizan operaciones
aritméticas con las expresiones “alrededor de _”, “cercano a
_”, “entre _ y _”, por cada pregunta se les pidi6 a los
participantes elegir el gréfico que més se aproximara a un
resultado esperado como lo muestra la Fig. 9.

La representacion gaussiana no fue utilizada como opcion
en las expresiones “hasta las _”, “mayor que _”, “menor que

”, “no menor a _”, y “no mayor a _” porque esta forma

§réfica no permite representar este tipo de situaciones.
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Formulario F, : El formulario F, contiene dos
secciones, S; y S3, y esta destinado al Grupo,. Con el
objetivo de responder la pregunta de investigacion
@, la seccion S, que contiene 8 preguntas, se exploraron
expresiones naturales relacionadas con graficos matematicos.

EEINNT3

Se seleccionaron § expresiones, “alrededor de _”, “cercano a
_”, “entre _Yy _”, “hastalas _”, “mayor que _”, “menor que _”,
“no menor a _”, y “no mayor a _”, y se formul6 una pregunta
para cada expresion. A los participantes se les pidio que, para
cada pregunta, seleccionaran la grafica que mejor representaba

la situacion.

11. Si hago una actividad entre 3 y 4 horas y luego corro entre 1y 2 horas ;Cuantas horas de
actividad hice en total?
* o0

[T] Hice entre 4y 6 horas, pero no menos de 2 horas ni més de @ horas

[] Hice entre 45 y 5.5 horas, pero no menos de 3 horas ni més de 7.5 horas

:\ Hice alrededor de 5 horas, pero no menes de 2 heras ni mas de 9 horas
[] Hiice alrededer de 5 horas, pero no menos de 2 horas ni ms de 8 horas

[} Ninguna de las anteriores

Fig. 10 Pregunta 3 del formulario F5 de la seccion S3

La siguiente seccion, S3, corresponde a las operaciones
matematicas con numeros difusos asociadas a un contexto
universitario realizadas en la seccion S, del formulario F;. Se
dejaron los gréficos de lado con el fin de responder la segunda
pregunta de investigacion @, . Por lo que se realizaron
operaciones aritméticas con las expresiones “alrededor de _”,
“cercano a _”, “entre _ Yy _”, por cada pregunta se pidi6 a los
estudiantes del segundo grupo elegir la expresién linglistica
gue mas se aproximara a un resultado esperado como muestra
la Fig. 10.

C. Tabulacion de Datos

Se utiliz6 Python 3.9.16 en conjunto con las librerias
Numpy y Pandas. Se obtuvo un CSV al exportar los resultados
de los formularios en Microsoft Form asi, mediante la
estructura data frame, se clasificaron las respuestas. Para las
secciones S; y S, se agruparon Yy tabularon los resultados
dependiendo de la representacion gréfica obtenida para cada
operacion aritmética. Mientras que para S3, dado que trabaja
inicialmente con expresiones linglisticas, primero pasé por un
proceso de conversién y tabulacion de la seleccién linguistica
a representacion grafica, y luego se tabulé cada representacion
en relacion con la operacion aritmética presentada.

D. Analisis de Resultados

Para responder la pregunta @, se debe analizar si las
expresiones lingliisticas utilizadas generan preferencia hacia
una representacion especifica. Para ello se analizd en la
seccion S, de los formularios F; y F,, cuales son las
representaciones graficas mas seleccionadas con ciertas
expresiones que representan nudmeros difusos. También se

analiz6 cémo afecta la representacion gréafica en la decision de
seleccion de las operaciones aritméticas, por lo que se
contrasto los resultados de la seccién S, con las respuestas
obtenidas en S3 para verificar si la representacion grafica no
afect6 en la seleccion del resultado.

Para responder @, se debe analizar la naturalidad de las
respuestas obtenidas por las diferentes formas de realizar
calculos entre nimeros difusos. Para ello se analiz6 cuéles
resultados eran los méas seleccionados en S, y S3, ya que estos
son los que el participante considera como mas natural.

Las preguntas nos permitieron determinar qué
representaciones esperaban ver los participantes en cada
situacion y cuales operaciones eran las mas comprensibles.

IV. RESULTADOS

A. Respuesta de los formularios

Se obtuvieron 22 respuestas para cada formulario. Como
la primera seccion era la misma en ambos formularios, estas
fueron agrupadas en un solo grupo de 44 respuestas. Los
participantes eran estudiantes universitarios de carreras de
grado de ingenieria.

B. Asociacion grafica y lingtistica
Cuadro |
Respuestas de 5

Expresion Representacion gréfica
lingdiistica Trapezoide | Triangular Gauss Ninguna
“Alrededor de ” 7 7 34 1
“Cercanoa ” 11 7 28 1
“Entre _y ” 30 2 12 1
“Hasta las_” 30 4 N/A 11
“Mayora 32 4 N/A 10
“Menora 30 5 N/A 9
“No menor a 35 3 N/A 6
“No mayora ” 35 2 N/A 7

Como se muestra en el Cuadro I, la forma gaussiana fue la
mas seleccionada en las expresiones “alrededor de _” y
“cercano a _” con 34 y 28 respuestas respectivamente. La
forma trapezoidal fue la mas asociada a las expresiones “entre
_y 7, “hasta las _”, “mayor a _”, “menor a _”, “no menor a
_”y “no mayor a _” con 30 respuestas 0 mas en cada una de
estas. La representacién triangular fue la que menor frecuencia
tuvo al no obtener més de 7 respuestas en cada expresion
linguistica.

En la Fig. 11 se aprecia que las operaciones con nimeros
difusos trapezoidales fueron las mas escogidas cuando eran
operaciones que solo usaban la expresion “entre _ y _”. Las
operaciones con L-R fueron las segundas més seleccionadas
cuando se usaba solo la expresion “entre _ y _”. Las menos
seleccionadas fueron las operaciones entre triangulares, con 5

respuestas cada una.
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Fig. 11 Resultados de operaciones que solamente usaban la expresion
lingiiistica “entre _y _"en §,

Mateos
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Stefanini
Grzegorzewski

Fadar
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Robinson
Zadeh
Giachetti

Leandry

Ninguna

0 5 bt 5 0 5 0
Cantidad de respuestas

Fig. 12 Resultados de operaciones que solamente usaban la expresion
lingiiistica “alrededor de _” en §,

La Fig. 12 muestra que la forma gaussiana fue la mas
escogida cuando se describia una situacion en la que solo se
usaba la expresion “alrededor de _”. Al contrastar la Fig. 12
con la Fig. 11, se muestra que la cantidad de veces que la
gaussiana fue seleccionada en situaciones donde solo se usa
“alrededor de _” fue 30, tres veces mas que en situaciones
donde solo se uso la expresion “entre _y _”.

C. Operaciones matematicas con numeros difusos
Cuadro Il
Respuestas de S,

Autores Operacién matematica
Suma Resta Multiplicacién

Trapezoidal
Mateos [7] 30 26 14
Teleshian [5] 30 6 17
Stefanini [4] 30 26 17
Grzegorzewski [6] 30 26 17

L-R

Fodor [8] 8 12 24
Robinson [8] 8 12 24

Triangular
Zadeh [3] 7 10 9
Giachetti [3] 7 10 9

Gauss

Leandry [9] 22 16 11
Ninguna 6 7 5

El Cuadro Il muestra que cada una de las propuestas de
operaciones con ndmeros triangulares mostradas en [3]
tuvieron un total de 26 respuestas en S,. Por otro lado, cada

una de las propuestas de las operaciones con L-R mostradas en
[8] tuvieron un total de 44 respuestas. Las propuestas de las
operaciones con trapezoidales mostradas en [6] y [4] tuvieron
73 respuestas cada una en S,. La tercera propuesta matematica
con mas respuestas también fue una trapezoidal, [7], y obtuvo
70 respuestas.

Cuadro Il
Respuestas de 53
Autores Operacién matematica
suma | Resta Multiplicacion
Trapezoidal
Mateos [7] 27 22 13
Teleshian [5] 27 4 19
Stefanini [4] 27 22 19
Grzegorzewski [6] 27 22 19
L-R
Fodor [8] 18 19 23
Robhinson [8] 18 19 23
Triangular
Zadeh [3] 8 11 9
Giachetti [3] 8 11 9
Gauss
Leandry [9] 8 17 12
Ninguna 9 10 6

Las operaciones trapezoidales [4, 6] también fueron las

maés seleccionadas en S5, tal como se muestra en el Cuadro I,
pero la cantidad de respuestas bajé de 73 a 68. De forma
similar, [7] seguia siendo la tercera propuesta mas respondida
en S3, pero con 62 respuestas totales en vez de 70. Las dos
operaciones entre L-Rs mostrados en [8] tuvieron un aumento
considerable de respuestas en S5 en las operaciones de sumay
de resta.
En los Cuadros Il y Il se puede apreciar que, en las
operaciones de suma y resta, las operaciones entre
trapezoidales eran preferidas en S, y en S;, aunque la
propuesta de [5] fue la menos escogida en la resta en S, y en
S3 a pesar de ser una trapezoidal. En la multiplicacion, las
operaciones entre L-R fueron las méas escogidas en S,, con 24
respuestas, y en Sz, con 23 respuestas.

Mateos
Taleshian
Stefanini
Grzegorzewski

Fodor

autores

Robinson
Zadeh

Giachetti
seccién
. S

S

Leandry

Ninguna

o

10 20 30 40 50 60 70
Cantidad de respuestas

Fig. 13 Nivel de preferencia de autor por seccion
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La Fig. 13 muestran que las operaciones con numeros
difusos gaussianos tienen mas respuestas que las triangulares
en S, y en S3. Las 2 operaciones triangulares mostradas en [3]
tuvieron mas respuestas en S5 que en S, pero el aumento fue
bajo. Se puede apreciar en los Cuadros Il y Il que la
operacion de suma entre gaussianas mostrada en [9] es
considerablemente menor en S5 que en S, donde la cantidad
de respuestas baja de 22 a 8.

V. DISCUSION

Uno de los objetivos principales de este trabajo de
investigacién es analizar qué representaciones graficas
representan mejor a las expresiones linglisticas utilizadas para
realizar operaciones matematicas con nimeros difusos. Para
ello utilizamos las formas: triangular, trapezoidal, gaussiana y
L-R (que en este caso obtiene una forma trapezoidal) para
representar nimeros difusos. Se analiz6 cudles eran las
representaciones graficas mas seleccionadas para cada
expresion linguistica para ver si existe una relacion.

Esto se analizé tanto en 5; como en S,.

El otro objetivo de la investigacion era analizar qué tan
naturales son los resultados obtenidos con los métodos
linglisticos utilizados para realizar operaciones matematicas
bésicas con numeros difusos. Se analizd si los resultados
obtenidos en las operaciones propuestas en la literatura eran
similares a los resultados que un estudiante realizaria con
naturalidad en situaciones cotidianas. Para esto se analizé si
las respuestas en S,, que representan el valor obtenido por
estas operaciones propuestas en la literatura, eran consistentes
con los resultados obtenidos en S;, que representan las
respuestas que una persona realizaria a través de calculos
mentales.

A. Asociacién grafica y linglistica

Los resultados muestran que existe una fuerte relacion
entre la expresion lingliistica y la representacion grafica. En S,
las expresiones lingiiisticas con un solo valor, “alrededor de _”
y “cercano a _”, tenian una fuerte relacion con Ila
representacion gréfica gaussiana con el 69 % y el 60 % de los
resultados mostrados en el Cuadro | respectivamente. La
expresion “entre _ Yy _” estaba fuertemente asociado a la
representacion trapezoidal con un 68 % de las respuestas
mostradas en el Cuadro I.

Esta relacion también se puede ver en S, donde los
participantes preferian una representacion trapezoidal cuando
se usaba la expresion “entre _y . Por otro lado, se puede
apreciar en la Fig. 12 que la representacion gaussiana fue la
mas seleccionada en operaciones donde solo se usé la
expresion “alrededor de”

B. Naturalidad en calculos con nimeros difusos

En la suma y en la resta se prefirieron representaciones
trapezoidales, seguidas de cerca por la representacion
gaussiana. Es con la multiplicacién que las respuestas tienden

hacia las representaciones L-R, sobrepasando a las
representaciones trapezoidales, y dejando en tercer lugar la
representacion gaussiana. Las operaciones entre triangulares
son las menos escogidas en los tres casos.

De forma mas especifica, las formas matematicas mas
naturales de realizar la suma y la resta fueron las de [4, 6],
como se muestra en el Cuadro Il. La Fig. 13 muestra que los
resultados de [4, 6] en S5 fueron menores que en S,, la
diferencia es baja y seguian siendo los resultados mas
escogidos en estas dos operaciones matematicas.

Las dos operaciones entre L-Rs mostradas en [8] fueron
las operaciones més naturales para realizar multiplicacion
entre ndmeros difusos, ya que fueron las mas seleccionadas
para representar resultados de multiplicacion en S, y S;,
como se muestra en la Fig. 13.

El Cuadro Il muestra que las operaciones entre
triangulares fueron las menos naturales para realizar la sumay
multiplicacion. La propuesta mateméatica menos natural para
realizar resta fue la propuesta en [5] que tuvo los valores méas
bajos en todo el formulario.

Al contrastar el Cuadro Il con el Cuadro Il se puede
apreciar que los resultados obtenidos en S5 fueron similares
con los obtenidos en S, a excepcion de 3 casos: en la suma y
resta de las operaciones entre L-Rs, y en la suma de la
gaussiana.

El aumento de respuestas de operaciones con L-R puede
atribuirse a que en S5, los resultados de esta operacion daban
una forma triangular en 6 de 9 situaciones en el formulario,
aunqgue esto no explica el por qué la cantidad de respuesta de
multiplicacion no aumento.

El gran decrecimiento de respuestas en S5 de la operacion
de suma entre gaussianas en [9] puede atribuirse a que las
respuestas obtenidas por esta operacion eran muy similares a
las obtenidas por las sumas entre triangulares mostradas en
[3], por lo que el factor diferenciador en este caso era la
representacion grafica gaussiana mas que la operacion de
suma.

V1. CONCLUSION

Al inicio de esta investigacion se plantearon 2 preguntas:

e Q,: ¢Cuales son las representaciones graficas que
mejor ilustran a cada una de las expresiones
lingiiisticas como “alrededor de ", “entre _y 7,
utilizados para realizar operaciones matematicas
bésicas con numeros difusos?

* @, ¢En qué medida se asemejan los resultados
obtenidos a partir de las operaciones
matematicas con métodos propuestos en la
literatura para operar ndmeros difusos a los
resultados esperados en un contexto mas
cotidiano como el universitario?

Para responder a @, se analizd6 qué representaciones
gréficas asocian las personas con ciertas expresiones
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lingisticas cominmente usadas. Los resultados obtenidos
muestran que la representacion gaussiana es la mejor
representacion grafica para las expresiones “alrededor de _”'y
“cercano a _”, mientras que la representacion trapezoidal es la
mejor para representar las expresiones “entre _ Yy ”, “hasta las
_”, “mayor que _”, “menor que _”, “no menor a _” y “no
mayor a _".

Para responder a @, se analiz6 cuales resultados
obtenidos por diferentes propuestas para resolver operaciones
aritméticas con nameros difusos fueron los mas escogidos por
estudiantes al encontrarse en situaciones cotidianas. Los
resultados obtenidos muestran que no hay una sola forma
aritmética propuesta que sea la mas natural para la suma, resta
y multiplicacién juntas, lo mejor es tener un modelo que
utilice diferentes tipos de operaciones dependiendo del calculo
que se esté realizando.

De las propuestas analizadas en este estudio, las mejores
formas de realizar la operacion de suma y resta entre nimeros
difusos fueron [4, 6] mientras que la mejor operacion de
multiplicacién son las propuestas en [8].

2

VII. TRABAJOS FUTUROS

Es posible extender la investigacion a otras operaciones
matematicas entre ndmeros difusos que también son muy
usadas en la cotidianidad como el minimo, maximo y la
divisién. También hace falta investigar la naturalidad de otras
formas de realizar céalculos entre nimeros difusos gaussianos.

Las secciones S, y §; solo mostraron situaciones donde se
utilizaban las expresiones “alrededor de _”y “entre _y ", es
muy importante poder analizar situaciones donde se utilicen
otros tipos de expresiones como “cercano a _”, 0 “mayor a _
entre otros que podrian estudiarse. Este analisis podria
proporcionar una compresién mas completa de la naturalidad
de diferentes formas de expresar relaciones numeéricas difusas
en contextos cotidianos y académicos.
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