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I. INTRODUCCION

El péndulo invertido, un sistema cldsico en control au-
tomadtico, ha sido objeto de numerosos estudios y desarrollos
debido a su complejidad y comportamiento no lineal. Es un
sistema intrinsecamente inestable con dindmicas no lineales.
Pertenece a la categoria de sistemas mecdanicos subactuados,
caracterizados por tener menos entradas de control que grados
de libertad. El péndulo invertido se convierte en un estindar
clasico para el disefio y prueba de diversas técnicas de control.
Dada su inestabilidad, es considerado uno de los problemas
mads desafiantes en la ingenieria de control [1f]. Este proyecto
se propone investigar y aplicar técnicas de posicionamiento
de polos en el contexto del control del péndulo invertido y
toma como referencia investigaciones de diversos autores y
sus respectivos métodos de control utilizados.

En [1], el péndulo invertido es un sistema no lineal alta-
mente inestable e impredecible con menos entradas de control
que grados de libertad, el objetivo es lograr que el sistema se
comporte de tal manera que el carro alcance una posicién
deseada y el péndulo invertido se estabilice en posicion
vertical. Lo que se realizé fue la simulacién en Simulink y
Matlab, y para el andlisis, las ecuaciones de modelado a las que
llegaron los autores, fueron, en primer lugar, la de modelado
de la fuerza de balance del sistema en el eje x:

(M +m)i — mlsinfb? + micoshf* = u (1)

Siendo estas variables las obtenidas de la Fig. 1. Ademads para
el torque, se obtuvo:

2

micosd + mlf* = mgsing

x 18N l—

“

Fig. 1 Modelo de péndulo invertido en carro.

Ademds, se empleé el método LQR (Regulador Lineal
Cuadriético), una técnica de control 6ptimo que considera los
estados del sistema y la entrada de control para tomar deci-
siones 6ptimas. Después de la linealizacién de las ecuaciones
del sistema no lineal alrededor de la posicién de equilibrio
vertical (inestable), se obtiene una ecuacién de espacio de
estados lineal. El valor de control 6ptimo del LQR se suma de
manera negativa al valor de control PID para lograr un control
6ptimo combinado. La sintonizacién de los controladores PID,
ya sea como control PID puro o en combinacién con LQR, se
realiza mediante el método de prueba y error, observando las
respuestas del sistema para lograr la optimizacion.

En [2], se realiz6 un andlisis para 3 tipos de péndulo
invertido, iniciando con un controlador PID, luego con 2 y
finalmente con 3. Se analizé los 3 tipos de péndulo invertido
(Fig. 3), utilizando modelos de ecuacién de Lagrange y
modelos de ecuaciones de estado, asi como una simplificacién
del ajuste de pardmetros de controladores PID para lograr la
estabilizacion del sistema.

o]
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(a) x inverted pendulum

»
(b) x-y inverted pendulum (c) x-z inverted pendulum

Fig. 2 Estructura de 3 tipos de péndulo invertido estudiados.

En la referncia [6]] se aplican las leyes de Newton en el
modelado y control de un péndulo invertido sobre un carro.
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Se desarrolla un modelo matematico y se utiliza el método
de asignacion de polos para disefiar el controlador. Se valida
el controlador utilizando simulaciones en Simulink/MATLAB
y se demuestra su eficacia para mantener la estabilidad del
sistema. Este trabajo proporciona una base tedrica y una
metodologia adaptable para el disefio de controladores lineales
aplicados a sistemas no lineales.

En [3], se presenta la implementacién experimental de
un sistema de control de péndulo invertido. Se miden los
angulos del péndulo invertido y la posicién del carro mediante
encoders. Estos encoders impulsan controladores PID para
estabilizar el sistema de péndulo invertido. Se ha demostrado
que el enfoque de pequefios dngulos mejora el rendimiento
del controlador PID, logrando la estabilizacién incluso en
presencia de fricciones desconocidas. Muestra también un
modelo de referencia del mecanismo de péndulo (Fig. 3) y las
ecuaciones del controlador genérico PID al cual se ingresan
los pardmetros calculados segun su estudio.

| Pendulum |

pendulum

Encoder of the |

Enceder of the
dc mokor

i {
Uunmodebed dc |4
moitor

Fig. 3 Modelo de mecanismo de péndulo utilizado en [3].

En la referencia [4], es propuesta una técnica de control
Optimo para estabilizar un péndulo invertido-carro. Modela
y linealiza el sistema, inicialmente utilizando un controlador
PID y luego implementando el Regulador Cuadratico Lineal
(LQR) para evaluar la robustez del sistema ante disturbios.
Ademads, se incorpora un controlador predictivo basado en
modelo (MPC) que anticipa eventos futuros. La comparacién
de rendimiento muestra que la combinacién LQR + PID es
efectiva, robusta y superior a utilizar solo PID, tanto con como
sin perturbaciones.

En [5]] muestra la aplicacion exitosa de un control de retroal-
imentacién de estados con un estimador de estado completo
en un sistema de péndulo invertido en carro. Las ganancias
(K) y (L) se obtuvieron mediante el Regulador Cuadrético
Lineal y el método de colocacién de polos, respectivamente.
La simulacién indica que el sistema puede lograr la posicién
y el angulo deseados con respuestas ptimas. Se observa que
los sistemas con y sin observador de estado completo tienen
respuestas similares debido al compartimiento de las mismas
variables de estado. La implementacion préctica podria brindar

mads informacion sobre la respuesta del sistema en situaciones
reales. Para este trabajo,

En [6] se detalla la aplicacién de las leyes de la dindmica
de Newton en el modelado y control de un sistema de péndulo
invertido sobre un carro. Mediante un modelo matemético de
se describen las ecuaciones que rigen la dindmica no lineal del
sistema, asi como una representacion en espacio de estados
por asignacién de polos para el disefio del controlador. Se
desarrolla un algoritmo computacional utilizando la funcién
ODE45 de MATLAB para demostrar la no linealidad del
sistema. Los resultados indican que el método utilizado en el
disefio del controlador logra su objetivo, lo que proporciona
una base tedrica para el disefio de controladores lineales en
sistemas no lineales y una metodologia adaptable para otros
tipos de controladores lineales.

En la referencia [[7] se aplic6 realimentacién de estados para
un péndulo invertido traslacional. Los resultados, obtenidos
mediante simulacién, predicen la regulacién del estado del
péndulo invertido, los cuales son posteriormente validados
experimentalmente con el prototipo de laboratorio. Asimismo,
se lleva a cabo un andlisis de técnicas avanzadas de control y
se consideran términos de no linealidad en los modelos para
mejorar la precisién del sistema.

En la implementacién de un controlador para un péndulo
invertido, ademds del espacio de estados, un método es el
control PID, como se describe en [[8]], en donde se desarrolla
un modelo matemdtico para un sistema no lineal de péndulo
invertido sobre una base movil. Se disefian dos controladores
PID: uno para mantener el péndulo vertical y otro para centrar
la base movil.

Otro método es el control lineal cuadratico gaussiano
(LQG) y ubicacién de polos con filtro de Kalman, como
es desarrollado en [9] . Se desarrolla el modelo matematico
del péndulo invertido sobre un carro en tiempo continuo y
discreto. Se disefian los servo-controladores en MATLAB y se
realizan pruebas, donde los resultados muestran que el servo-
controlador LQG supera al servo-controlador por ubicacién de
polos con filtro de Kalman en respuesta temporal, optimizacién
de energia y rechazo de perturbaciones y sefiales estocdsticas.

II. ESPACIO DE ESTADOS

Segin [10], en el contexto del control de sistemas
dindmicos, el enfoque de espacio de estados proporciona una
representacion matemadtica integral de un sistema dindmico en
forma de ecuaciones de estado. Esta representacion describe el
comportamiento dindmico del sistema en funcién de un con-
junto de variables de estado, junto con las entradas y salidas
del sistema. Las ecuaciones de estado capturan las relaciones
dindmicas entre las variables de estado, las entradas y las
salidas, lo que permite modelar y analizar el comportamiento
del sistema en el dominio del tiempo. Es necesario para la
seleccion de variables de estado, seleccionar variables fisicas
relevantes, determinar el minimo necesario, elige variables
que describan la dindmica interna y sean medibles, evitar
redundancias y seleccionar aquellas que afecten la dindmica

22nd LACCEI International Multi-Conference for Engineering, Education, and Technology: Sustainable Engineering for a Diverse, Equitable, and Inclusive Future at the
Service of Education, Research, and Industry for a Society 5.0. Hybrid Event, San Jose — COSTA RICA, July 17 - 19, 2024.



de control. La forma general de representacién de entradas,
salidas y variables de estado es:

& = A(t)z(t) + B(t)u(t) 3)
y = C(t)x(t) + D(t)u(t) (4)

A. Posicionamiento de polos

El posicionamiento de polos como una técnica fundamental
en el disefio de controladores [9]. Permite ubicar los polos
del sistema en posiciones deseadas en el plano complejo para
alcanzar un rendimiento especifico. Esta técnica implica la
seleccion cuidadosa de los polos del sistema cerrado para
lograr caracteristicas de respuesta deseables, como la rapidez
de respuesta, la estabilidad y la amortiguacion.

I1I. MATERIAL Y METODO
A. Materiales

La implementacién del proyecto se llevd a cabo utilizando
los siguientes componentes y materiales:

e Arduino Nano

e Motor DC con encoder de 1000RPM 12V
e Driver Pololu MAX14870

o Sensor de final de carrera

o V-Slot 2040 de 70cm de largo

¢ Carro para V- Slot

e Polea loca V-Slot GT2-D17mm

o Encoder para la barra

o Barra de fibra de carbomo de 3mm

o Soportes varios de impresiéon 3D

INICIO

Modelamiento del sistema

!

Obtencidén de ecuaciones de
espacio de estados

l

Disefio de controlador por
asignacién de polos

!

Determinacioén de coeficientes
de la ecuacion

!

Validacidén de la propuesta
en la implementacion

B. Metodologia

FIN

Fig. 4 Diagrama de flujo de la metodologia empleada.

En el diagrama de flujo de la figura 4 se muestra el proceso
de la metodologia desarrollada en el presente paper, que
incluye la parte del andlisis del control del sistema.

1) Modelado del sistema de péndulo inventido: Para el
modelado del sistema, observamos el diagrama de la figura
5. En este, se incluye el motor que va a ser el impulsor del
carro. Se utilizardn poleas dentadas para trasmitir la potencia
en este sistema de correa.

X0

lcosB

f— M
™

o0

motor DC

—

| |p0|ea fija

[
v

Fig. 5 Modelo de péndulo invertido en carro y sus respectivas
variables.

Donde:

e M: Masa del carro

o m: masa del péndulo

o 1: Longitud de la barra

o u: Fuerza aplicada al carro

o x: Posicién del carro

o 6 : Angulo del péndulo respecto al eje Y

Para el sistema en general, el carro de masa M y el péndulo
unido a la carga de masa m tienen como posicién de centro
de masa a los puntos:

rir = [g] (5)
o |x+lsend
"o [ lcost } ©

Aplicando la 2da ley de Newton en el movimiento de
traslacion (5) y de rotacién (6), obtenemos las ecuaciones
siguientes

16 = Fylsen® — F,lcos0 (8)

Donde Fx representa el movimiento horizontal del péndulo y
Fy, el movimiento vertical. En cuanto a Fx, se expresa por (7):

Fp =maeg )

Fy =mi 4+ ma (10)

22nd LACCEI International Multi-Conference for Engineering, Education, and Technology: Sustainable Engineering for a Diverse, Equitable, and Inclusive Future at the
Service of Education, Research, and Industry for a Society 5.0. Hybrid Event, San Jose — COSTA RICA, July 17 - 19, 2024.



Donde a es la aceleracién lineal del carro. Aplicando la
siguiente equivalencia para simplificar la ecuacién anterior:

. d?
a= ﬁsenﬁ (11)
a = (cost)d — (send)6? (12)
F, = mi + mlfcosd — mlf?send (13)
En cuanto al movimiento vertical, tenemos:
F, =my: +mg (14)

La ecuacién para el movimiento general vertical se muestra
en ():

F, = mlb+mg (15)
Siendo el término:
. d2?
b= Ecos@ (16)
Tenemos la siguiente expresion para:
d? .. .
—cosf = —(senb)f — (cos0)H? (17

dt?
Entonces mediante las ecuaciones descritas, se obtiene la
representacion del movimiento vertical del péndulo

F, = —mlfsen® — mlf?cosd + mg (18)

Para el movimineto rotacional del péndulo se obtiene la
ecuacion:

16 = [—mlf sin 6 — mih? cos 6 + mg| sin 0
— [mi + mif cos @ — mlf?sin O]l cos§  (19)

Suponemos un momento de inercia igual a cero debido a
que la masa se encuetra en el extremo superior del péndulo.
Reemplazamos esta simplificacion en la ecuacién (16):

(mgl)sen® = mi%0 + (mgi)cosd (20)

La ecuacién (17) representa el movimiento rotacional del
péndulo. Para obtener la ecuacién del movimiento traslacional
del sistema se relacionan las ecuaciones (5) y (11) obteniendo
(19):

(M +m)i — mi*6%send + mificosd = u(t)  (21)

El movimiento del sistema estd limitado a dos grados de
libertad y su modelo matemadtico no lineal se representa por las
ecuaciones (18) y (19). Las ecuaciones diferenciales ordinarias
no lineales del sistema en forma matricial se representan en
la ecuacion (20).

ml mcost 0 B mgsen@ 22)
mlcost (M +m)| |&| — |u(t) + mif?send

Las ecuaciones contienen términos no lineales. Dado que
se asume que el péndulo siempre rota cerca al punto de

© :

Mg Mg

v

Centro de masa del carro Centro de masa de la carga

Fig. 6 Diagrama de cuerpo libre del carro y carga representa-
dos por su centro de masa.

equilibrio, # = 0, entonces utilizamos las aproximaciones para
los términos no lineales: senf =~ 0, cosf ~ 1, 02 ~ 0, 60 ~ 0.
Con las expresiones anteriores se obtienen las ecuaciones (21)
y (22).

mgh = mlf + mi (23)

(M + m)i +mlf = u(t) (24)

Se aplica la transformada de La Place a la ecuacién que
relaciona 2
O(s) 1 1

U(s) ~  Mig _ 400m

(25)

Reemplazando los valores del sistema desarrollado, tenemos
la siguiente ecuacién de trasnferencia:

O(s) 1
U(s) (26)

0.0805s2 — 1.6677

2) Modelo ecuacion de espacio estados: Para modelar el
sistema en ecuacién de espacio de estados, obtenemos las
siguientes ecuaciones a partir de la funcién de transferencia,
ecuaciones que también son planteadas por Ogata [[11]

{Mze = (M +m)gf —u o7

mi = u — mgb

Posteriormente se considerardn los siguientes estados como
entradas y salidas. Se muestran en la tabla 1.

TABLA I
Variables de estado para el modelo del péndulo invertido.
Estados | Entradas | Salidas
r1 = u=u y = ]
xTo =T
xr3 = 0
x4 =0

Reemplazando estos estados en las ecuaciones () y (), se
obtiene:

M 1
Ty = (]W;lm)gxl — Mu(t) (28)
Ty =~ gay + iU(t) (29)

M M
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A partir del diagrama de la figura 4, tenemos para & y para y
las expresiones mostradas a continuacién en (28) y (29)

0 1 0 0 0

—ma 1/M

NESS U (30)

€2y
T4

La forma general que tienen ¢ y para y es:

& = Ax + Bu (32)

y=Cx+ Du (33)

(M +m)i +mlf = u (34)

TABLA II
Caracteristicas de los eslabones del robot.

Valor
0.009kg
0.161kg

50cm

Pardmetro
Masa de la bola
Masa del carro

Longitud de la barra

3) Diserio de controlador por posicionamiento de polos:
Se implementa el posicionamiento de polos como técnica
principal para disefiar el controlador del sistema. Analizamos
los polos del sistema sin controlar. Se analiza para ello, la
funcién caracteristica del sistema sin controlar para observar
sus polos.

IV. DISENO DEL EXPERIMENTO DEL PENDULO INVERTIDO

En cuanto a la implementacién del sistema, se utilizé los
materiales mostrados en la seccién de material y método. La
estructura realizada fue una base de perfil de aluminio y un
carro para V-slot que se desplace en el carril del perfil. En la
parte superior se incorpord un encoder en el eje del rodamiento
para medir la posicién de la varilla. El motor DC que efectda la
fuerza sobre el carro se sitia a un lado del V-slot de aluminio,
y al otro lado de este, se encuentra una polea para completar
la transmisién del movimiento. En la punta de la varilla se
incluy6 una pelota ligera de pldstico para simplificar la inercia
de la carga a solo la esfera.

El circuito del sistema implementado se muestra en la figura
13.

V. RESULTADOS
A. Modelado del sistema del péndulo invertido

Dado que existen polos que inestabilizan el sistema, se

Se obtuvo la ecuacion de trasnferencia de la forma mostrada
en la ecuacién (), que relaciona a la posicién angular del
péndulo y la fuerza aplicada sobre el carro, en este caso, fuerza
que es ejercida por el carro.

O(s) 1 1

= Vo (MEm) (35)
U(s) ~ Mig_ O0m

Bateria

: TC
|
Driver =
MAX14870
3 ¥ Motor DC
= o vee

-

=  Encoder

Arduino Nano

Fig. 7 Circuito para el sistema de péndulo invertido.

Fig. 8 Modelo CAD en SolidWorks del sistema.

B. Modelo de ecuacion de espacio de estados

En cuanto al modelamiento por espacio de estados, las
ecuaciones obtenidas para el modelamiento, son:

01 0 0 0
00 =ms g 1/M

i = 0 0 0 1 x + B (36)
M+m 1
0 0 ( ]\-Zl )g —h
Ty
{10 0 0] |22 0
Y= {0 0 1 0] 5 + M u 37)

T4
C. Diserio de controlador por posicionamiento de polos

Tras el andlisis de la ecuacidn caracteristica del sistema, los
polos obtenidos del sistema sin controlar son los siguientes, y
se muestran en la grafica de la figura 9:

o -4.6554+01
o 4.6554+0i
e 0+0.9777i
e 0-0.9777i

Para la simulacién del sistema se ha usado la herramienta
Simulink, con la que se ha creado el diagrama de bloques de
la figura 9 y se graficé la respuesta a entrada escalon unitario
representada en la figura 10.
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)

i= Ax+ Bu

g
> posicion carro Ra
y=Cx+ Du

I

- angulo
Espacios de estado

Fig. 9 Diagrama de bloques de la simulacién del sistema lazo
abierto mediante espacio de estados.

10° posicion carro, angulo

posision cano. ‘
| angulo
b |

“af

2}

Fig. 10 Respuesta al escalén unitario del sistema en lazo
abierto mediante espacio de estados.

Una vez listas las matrices de estados y sus respectivas
relaciones, se crea el sistema de espacio de estados,

Como podemos ver en la figura 11, la planta es inestable
debido a la ubicacion de un polo en el lado derecho del eje
real. Entonces se procede a elaborar el controlador, mediante
la matriz de controlabilidad, de la cual su matriz es 4, por lo
que podemos afirmar que es un sistema que si es controlable.
De acuerdo a ello, se hallan los otros polos que hacen estable
al sistema.

CErl =
5] 6.2112 5] 1.7831
6.2112 a8 1.7831 e
4] -3.1056 @ -64.3378
-3.1856 8 -64.3378 5}

Fig. 11 Matriz de controlabilidad del sistema.

Polos en el Plano Complejo

Parte Imaginaria
(=]
o wn

> 4

- 4

&
(8]

-5 0 5
Parte Real

Fig. 12 Polos del sistema graficados en Matlab.

D. Implementacion

Como resultado se obtuvo un péndulo invertido ya imple-
mentado que funciona de acuerdo al posicionamiento de esta-
dos como controlador. Se muestra en la figura 13, y abarca los
materiales mencionados previamente. Para su funcionamiento,

Fig. 13 Fotografia del sistema de péndulo invertido implemen-
tado en fisico.

y la eleccion de los polos por el método de posicionamiento
se considerd un tiempo de establecimiento de 0.5 segundos y
un sobrepico maximo de 15%.

VI. CONCLUSIONES

En el presente informe se logré implementar un sistema
de péndulo invertido controlado mediante posicionamiento de
polos, se desarroll6 el modelo matemadtico, se obtuvo la matriz
de espacio de estados para el péndulo con sus respectivas
variables segun la estrucutura general presentada en y se
estableci6 variables por control de posicionamiento de polos
del sistema para obtener un sistema implementado que integra
los conceptops de electrénica y controladores de sistemas
inestables.
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