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system. Transmission was achieved using a belt and pulley DC
motor, and an encoder was incorporated into the carriage rod
to measure the pendulum’s angular position. The pendulum was
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are based on pole analysis and the successful implementation
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of unstable systems to achieve an implemented system that
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I. INTRODUCCIÓN

El péndulo invertido, un sistema clásico en control au-
tomático, ha sido objeto de numerosos estudios y desarrollos
debido a su complejidad y comportamiento no lineal. Es un
sistema intrı́nsecamente inestable con dinámicas no lineales.
Pertenece a la categorı́a de sistemas mecánicos subactuados,
caracterizados por tener menos entradas de control que grados
de libertad. El péndulo invertido se convierte en un estándar
clásico para el diseño y prueba de diversas técnicas de control.
Dada su inestabilidad, es considerado uno de los problemas
más desafiantes en la ingenierı́a de control [1]. Este proyecto
se propone investigar y aplicar técnicas de posicionamiento
de polos en el contexto del control del péndulo invertido y
toma como referencia investigaciones de diversos autores y
sus respectivos métodos de control utilizados.

En [1], el péndulo invertido es un sistema no lineal alta-
mente inestable e impredecible con menos entradas de control
que grados de libertad, el objetivo es lograr que el sistema se
comporte de tal manera que el carro alcance una posición
deseada y el péndulo invertido se estabilice en posición
vertical. Lo que se realizó fue la simulación en Simulink y
Matlab, y para el análisis, las ecuaciones de modelado a las que
llegaron los autores, fueron, en primer lugar, la de modelado
de la fuerza de balance del sistema en el eje x:

(M +m)ẍ−mlsinθθ̇2 +mlcosθθ̇2 = u (1)

Siendo estas variables las obtenidas de la Fig. 1. Además para
el torque, se obtuvo:

mẍcosθ +mlθ̈2 = mgsinθ (2)

Fig. 1 Modelo de péndulo invertido en carro.

Además, se empleó el método LQR (Regulador Lineal
Cuadrático), una técnica de control óptimo que considera los
estados del sistema y la entrada de control para tomar deci-
siones óptimas. Después de la linealización de las ecuaciones
del sistema no lineal alrededor de la posición de equilibrio
vertical (inestable), se obtiene una ecuación de espacio de
estados lineal. El valor de control óptimo del LQR se suma de
manera negativa al valor de control PID para lograr un control
óptimo combinado. La sintonización de los controladores PID,
ya sea como control PID puro o en combinación con LQR, se
realiza mediante el método de prueba y error, observando las
respuestas del sistema para lograr la optimización.

En [2], se realizó un análisis para 3 tipos de péndulo
invertido, iniciando con un controlador PID, luego con 2 y
finalmente con 3. Se analizó los 3 tipos de péndulo invertido
(Fig. 3), utilizando modelos de ecuación de Lagrange y
modelos de ecuaciones de estado, ası́ como una simplificación
del ajuste de parámetros de controladores PID para lograr la
estabilización del sistema.

Fig. 2 Estructura de 3 tipos de péndulo invertido estudiados.

En la referncia [6] se aplican las leyes de Newton en el
modelado y control de un péndulo invertido sobre un carro.
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Se desarrolla un modelo matemático y se utiliza el método
de asignación de polos para diseñar el controlador. Se valida
el controlador utilizando simulaciones en Simulink/MATLAB
y se demuestra su eficacia para mantener la estabilidad del
sistema. Este trabajo proporciona una base teórica y una
metodologı́a adaptable para el diseño de controladores lineales
aplicados a sistemas no lineales.

En [3], se presenta la implementación experimental de
un sistema de control de péndulo invertido. Se miden los
ángulos del péndulo invertido y la posición del carro mediante
encoders. Estos encoders impulsan controladores PID para
estabilizar el sistema de péndulo invertido. Se ha demostrado
que el enfoque de pequeños ángulos mejora el rendimiento
del controlador PID, logrando la estabilización incluso en
presencia de fricciones desconocidas. Muestra también un
modelo de referencia del mecanismo de péndulo (Fig. 3) y las
ecuaciones del controlador genérico PID al cual se ingresan
los parámetros calculados según su estudio.

Fig. 3 Modelo de mecanismo de péndulo utilizado en [3].

En la referencia [4], es propuesta una técnica de control
óptimo para estabilizar un péndulo invertido-carro. Modela
y linealiza el sistema, inicialmente utilizando un controlador
PID y luego implementando el Regulador Cuadrático Lineal
(LQR) para evaluar la robustez del sistema ante disturbios.
Además, se incorpora un controlador predictivo basado en
modelo (MPC) que anticipa eventos futuros. La comparación
de rendimiento muestra que la combinación LQR + PID es
efectiva, robusta y superior a utilizar solo PID, tanto con como
sin perturbaciones.

En [5] muestra la aplicación exitosa de un control de retroal-
imentación de estados con un estimador de estado completo
en un sistema de péndulo invertido en carro. Las ganancias
(K) y (L) se obtuvieron mediante el Regulador Cuadrático
Lineal y el método de colocación de polos, respectivamente.
La simulación indica que el sistema puede lograr la posición
y el ángulo deseados con respuestas óptimas. Se observa que
los sistemas con y sin observador de estado completo tienen
respuestas similares debido al compartimiento de las mismas
variables de estado. La implementación práctica podrı́a brindar

más información sobre la respuesta del sistema en situaciones
reales. Para este trabajo,

En [6] se detalla la aplicación de las leyes de la dinámica
de Newton en el modelado y control de un sistema de péndulo
invertido sobre un carro. Mediante un modelo matemático de
se describen las ecuaciones que rigen la dinámica no lineal del
sistema, ası́ como una representación en espacio de estados
por asignación de polos para el diseño del controlador. Se
desarrolla un algoritmo computacional utilizando la función
ODE45 de MATLAB para demostrar la no linealidad del
sistema. Los resultados indican que el método utilizado en el
diseño del controlador logra su objetivo, lo que proporciona
una base teórica para el diseño de controladores lineales en
sistemas no lineales y una metodologı́a adaptable para otros
tipos de controladores lineales.

En la referencia [7] se aplicó realimentación de estados para
un péndulo invertido traslacional. Los resultados, obtenidos
mediante simulación, predicen la regulación del estado del
péndulo invertido, los cuales son posteriormente validados
experimentalmente con el prototipo de laboratorio. Asimismo,
se lleva a cabo un análisis de técnicas avanzadas de control y
se consideran términos de no linealidad en los modelos para
mejorar la precisión del sistema.

En la implementación de un controlador para un péndulo
invertido, además del espacio de estados, un método es el
control PID, como se describe en [8], en donde se desarrolla
un modelo matemático para un sistema no lineal de péndulo
invertido sobre una base móvil. Se diseñan dos controladores
PID: uno para mantener el péndulo vertical y otro para centrar
la base móvil.

Otro método es el control lineal cuadrático gaussiano
(LQG) y ubicación de polos con filtro de Kalman, como
es desarrollado en [9] . Se desarrolla el modelo matemático
del péndulo invertido sobre un carro en tiempo continuo y
discreto. Se diseñan los servo-controladores en MATLAB y se
realizan pruebas, donde los resultados muestran que el servo-
controlador LQG supera al servo-controlador por ubicación de
polos con filtro de Kalman en respuesta temporal, optimización
de energı́a y rechazo de perturbaciones y señales estocásticas.

II. ESPACIO DE ESTADOS

Según [10], en el contexto del control de sistemas
dinámicos, el enfoque de espacio de estados proporciona una
representación matemática integral de un sistema dinámico en
forma de ecuaciones de estado. Esta representación describe el
comportamiento dinámico del sistema en función de un con-
junto de variables de estado, junto con las entradas y salidas
del sistema. Las ecuaciones de estado capturan las relaciones
dinámicas entre las variables de estado, las entradas y las
salidas, lo que permite modelar y analizar el comportamiento
del sistema en el dominio del tiempo. Es necesario para la
selección de variables de estado, seleccionar variables fı́sicas
relevantes, determinar el mı́nimo necesario, elige variables
que describan la dinámica interna y sean medibles, evitar
redundancias y seleccionar aquellas que afecten la dinámica
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de control. La forma general de representación de entradas,
salidas y variables de estado es:

ẋ = A(t)x(t) +B(t)u(t) (3)

y = C(t)x(t) +D(t)u(t) (4)

A. Posicionamiento de polos

El posicionamiento de polos como una técnica fundamental
en el diseño de controladores [9]. Permite ubicar los polos
del sistema en posiciones deseadas en el plano complejo para
alcanzar un rendimiento especı́fico. Esta técnica implica la
selección cuidadosa de los polos del sistema cerrado para
lograr caracterı́sticas de respuesta deseables, como la rapidez
de respuesta, la estabilidad y la amortiguación.

III. MATERIAL Y MÉTODO

A. Materiales

La implementación del proyecto se llevó a cabo utilizando
los siguientes componentes y materiales:

• Arduino Nano
• Motor DC con encoder de 1000RPM 12V
• Driver Pololu MAX14870
• Sensor de final de carrera
• V-Slot 2040 de 70cm de largo
• Carro para V- Slot
• Polea loca V-Slot GT2-D17mm
• Encoder para la barra
• Barra de fibra de carbomo de 3mm
• Soportes varios de impresión 3D

B. Metodologı́a

Fig. 4 Diagrama de flujo de la metodologı́a empleada.

En el diagrama de flujo de la figura 4 se muestra el proceso
de la metodologı́a desarrollada en el presente paper, que
incluye la parte del análisis del control del sistema.

1) Modelado del sistema de péndulo inventido: Para el
modelado del sistema, observamos el diagrama de la figura
5. En este, se incluye el motor que va a ser el impulsor del
carro. Se utilizarán poleas dentadas para trasmitir la potencia
en este sistema de correa.

Fig. 5 Modelo de péndulo invertido en carro y sus respectivas
variables.

Donde:

• M: Masa del carro
• m: masa del péndulo
• l: Longitud de la barra
• u: Fuerza aplicada al carro
• x: Posición del carro
• θ : Ángulo del péndulo respecto al eje Y

Para el sistema en general, el carro de masa M y el péndulo
unido a la carga de masa m tienen como posición de centro
de masa a los puntos:

r⃗M =

[
x
0

]
(5)

r⃗m =

[
x+ lsenθ
lcosθ

]
(6)

Aplicando la 2da ley de Newton en el movimiento de
traslación (5) y de rotación (6), obtenemos las ecuaciones
siguientes

Mẍ+ Fx = u(t) (7)

IΘ̈ = Fylsenθ − Fylcosθ (8)

Donde Fx representa el movimiento horizontal del péndulo y
Fy, el movimiento vertical. En cuanto a Fx, se expresa por (7):

Fx = mxcg (9)

Fx = mẍ+mä (10)
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Donde a es la aceleración lineal del carro. Aplicando la
siguiente equivalencia para simplificar la ecuación anterior:

ä =
d2

dt2
senθ (11)

a = (cosθ)θ̈ − (senθ)θ̇2 (12)

Fx = mẍ+mlθ̈cosθ −mlθ̇2senθ (13)

En cuanto al movimiento vertical, tenemos:

Fy = mÿcg +mg (14)

La ecuación para el movimiento general vertical se muestra
en ():

Fy = mlb̈+mg (15)

Siendo el término:

b̈ =
d2

dt2
cosθ (16)

Tenemos la siguiente expresión para:

d2

dt2
cosθ = −(senθ)θ̈ − (cosθ)θ̇2 (17)

Entonces mediante las ecuaciones descritas, se obtiene la
representación del movimiento vertical del péndulo

Fy = −mlθ̈senθ −mlθ̇2cosθ +mg (18)

Para el movimineto rotacional del péndulo se obtiene la
ecuación:

Iθ̈ = [−mlθ̈ sin θ −mlθ̇2 cos θ +mg] sin θ

− [mẍ+mlθ̈ cos θ −mlθ̇2 sin θ]l cos θ (19)

Suponemos un momento de inercia igual a cero debido a
que la masa se encuetra en el extremo superior del péndulo.
Reemplazamos esta simplificación en la ecuación (16):

(mgl)senθ = ml2θ̈ + (mgẍ)cosθ (20)

La ecuación (17) representa el movimiento rotacional del
péndulo. Para obtener la ecuación del movimiento traslacional
del sistema se relacionan las ecuaciones (5) y (11) obteniendo
(19):

(M +m)ẍ−ml2θ̇2senθ +mlθ̈cosθ = u(t) (21)

El movimiento del sistema está limitado a dos grados de
libertad y su modelo matemático no lineal se representa por las
ecuaciones (18) y (19). Las ecuaciones diferenciales ordinarias
no lineales del sistema en forma matricial se representan en
la ecuación (20).[

ml mcosθ
mlcosθ (M +m)

] [
θ̈
ẍ

]
=

[
mgsenθ

u(t) +mlθ̇2senθ

]
(22)

Las ecuaciones contienen términos no lineales. Dado que
se asume que el péndulo siempre rota cerca al punto de

Fig. 6 Diagrama de cuerpo libre del carro y carga representa-
dos por su centro de masa.

equilibrio, θ ≈ 0, entonces utilizamos las aproximaciones para
los términos no lineales: senθ ≈ θ, cosθ ≈ 1, θ̇2 ≈ 0, θ̇θ ≈ 0.
Con las expresiones anteriores se obtienen las ecuaciones (21)
y (22).

mgθ = mlθ̈ +mẍ (23)

(M +m)ẍ+mlθ̈ = u(t) (24)

Se aplica la transformada de La Place a la ecuación que
relaciona ẍ

Θ(s)

U(s)
= − 1

Ml

1

s2 − g (M+m)
Ml

(25)

Reemplazando los valores del sistema desarrollado, tenemos
la siguiente ecuación de trasnferencia:

Θ(s)

U(s)
= − 1

0.0805s2 − 1.6677
(26)

2) Modelo ecuación de espacio estados: Para modelar el
sistema en ecuación de espacio de estados, obtenemos las
siguientes ecuaciones a partir de la función de transferencia,
ecuaciones que también son planteadas por Ogata [11]{

Mlθ̈ = (M +m)gθ − u

mẍ = u−mgθ
(27)

Posteriormente se considerarán los siguientes estados como
entradas y salidas. Se muestran en la tabla 1.

TABLA I
Variables de estado para el modelo del péndulo invertido.

Estados Entradas Salidas
x1 = x u=u y = θ
x2 = ẋ
x3 = θ

x4 = θ̇

Reemplazando estos estados en las ecuaciones () y (), se
obtiene:

ẋ2 =
(M +m)

Ml
gx1 −

1

Ml
u(t) (28)

ẋ4 = −m

M
gx1 +

1

M
u(t) (29)
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A partir del diagrama de la figura 4, tenemos para ẋ y para y
las expresiones mostradas a continuación en (28) y (29)

ẋ =


0 1 0 0
0 0 −mg

M 0
0 0 0 1

0 0 (M+m)g
Ml

x+


0

1/M
0

− 1
Ml

u (30)

y =

[
1 0 0 0
0 0 1 0

]
x1

x2

x3

x4

+

[
0
0

]
u (31)

La forma general que tienen ẋ y para y es:

ẋ = Ax+Bu (32)

y = Cx+Du (33)

(M +m)ẍ+mlθ̈ = u (34)

TABLA II
Caracterı́sticas de los eslabones del robot.

Parámetro Valor
Masa de la bola 0.009kg
Masa del carro 0.161kg

Longitud de la barra 50cm

3) Diseño de controlador por posicionamiento de polos:
Se implementa el posicionamiento de polos como técnica
principal para diseñar el controlador del sistema. Analizamos
los polos del sistema sin controlar. Se analiza para ello, la
función caracterı́stica del sistema sin controlar para observar
sus polos.

IV. DISEÑO DEL EXPERIMENTO DEL PÉNDULO INVERTIDO

En cuanto a la implementación del sistema, se utilizó los
materiales mostrados en la sección de material y método. La
estructura realizada fue una base de perfil de aluminio y un
carro para V-slot que se desplace en el carril del perfil. En la
parte superior se incorporó un encoder en el eje del rodamiento
para medir la posición de la varilla. El motor DC que efectúa la
fuerza sobre el carro se sitúa a un lado del V-slot de aluminio,
y al otro lado de este, se encuentra una polea para completar
la transmisión del movimiento. En la punta de la varilla se
incluyó una pelota ligera de plástico para simplificar la inercia
de la carga a solo la esfera.

El circuito del sistema implementado se muestra en la figura
13 .

V. RESULTADOS

A. Modelado del sistema del péndulo invertido
Dado que existen polos que inestabilizan el sistema, se
Se obtuvo la ecuación de trasnferencia de la forma mostrada

en la ecuación (), que relaciona a la posición angular del
péndulo y la fuerza aplicada sobre el carro, en este caso, fuerza
que es ejercida por el carro.

Θ(s)

U(s)
= − 1

Ml

1

s2 − g (M+m)
Ml

(35)

Fig. 7 Circuito para el sistema de péndulo invertido.

Fig. 8 Modelo CAD en SolidWorks del sistema.

B. Modelo de ecuación de espacio de estados

En cuanto al modelamiento por espacio de estados, las
ecuaciones obtenidas para el modelamiento, son:

ẋ =


0 1 0 0
0 0 −mg

M 0
0 0 0 1

0 0 (M+m)g
Ml

x+


0

1/M
0

− 1
Ml

u (36)

y =

[
1 0 0 0
0 0 1 0

]
x1

x2

x3

x4

+

[
0
0

]
u (37)

C. Diseño de controlador por posicionamiento de polos

Tras el análisis de la ecuación caracterı́stica del sistema, los
polos obtenidos del sistema sin controlar son los siguientes, y
se muestran en la gráfica de la figura 9:

• -4.6554+0i
• 4.6554+0i
• 0+0.9777i
• 0-0.9777i

Para la simulación del sistema se ha usado la herramienta
Simulink, con la que se ha creado el diagrama de bloques de
la figura 9 y se graficó la respuesta a entrada escalón unitario
representada en la figura 10.
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Fig. 9 Diagrama de bloques de la simulación del sistema lazo
abierto mediante espacio de estados.

Fig. 10 Respuesta al escalón unitario del sistema en lazo
abierto mediante espacio de estados.

Una vez listas las matrices de estados y sus respectivas
relaciones, se crea el sistema de espacio de estados,

Como podemos ver en la figura 11, la planta es inestable
debido a la ubicacion de un polo en el lado derecho del eje
real. Entonces se procede a elaborar el controlador, mediante
la matriz de controlabilidad, de la cual su matriz es 4, por lo
que podemos afirmar que es un sistema que sı́ es controlable.
De acuerdo a ello, se hallan los otros polos que hacen estable
al sistema.

Fig. 11 Matriz de controlabilidad del sistema.

Fig. 12 Polos del sistema graficados en Matlab.

D. Implementación

Como resultado se obtuvo un péndulo invertido ya imple-
mentado que funciona de acuerdo al posicionamiento de esta-
dos como controlador. Se muestra en la figura 13, y abarca los
materiales mencionados previamente. Para su funcionamiento,

Fig. 13 Fotografı́a del sistema de péndulo invertido implemen-
tado en fı́sico.

y la eleccion de los polos por el método de posicionamiento
se consideró un tiempo de establecimiento de 0.5 segundos y
un sobrepico máximo de 15%.

VI. CONCLUSIONES

En el presente informe se logró implementar un sistema
de péndulo invertido controlado mediante posicionamiento de
polos, se desarrolló el modelo matemático, se obtuvo la matriz
de espacio de estados para el péndulo con sus respectivas
variables según la estrucutura general presentada en [10] y se
estableció variables por control de posicionamiento de polos
del sistema para obtener un sistema implementado que integra
los conceptops de electrónica y controladores de sistemas
inestables.
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