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Abstract-In topology, and more precisely in algebraic topology, which is the fusion of Topology and Algebra, two continuous applications
of a topological space in another are said to be homotopic, if one of them can be “continuously deformed” in the other. The present work
intends to demonstrate using Homotopy Theory, particularly using road elevation; that the fundamental group of the circle is isomorphic to 7.
and we will see its applications.
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Resumen-En topologia, y mds precisamente en topologia algebrai-
ca, que es la fusion de Topologia y Algebra, se dice que dos aplicacio-
nes continuas de un espacio topoligico en otro son homotopicas, si
una de ellas puede “deformarse continuamente." la otra. El presente
trabajo pretende demostrar el uso de la Teoria de Homotopia, particu-
larmente usando la elevacion de carreteras; que el grupo fundamental
del circulo es isomorfo a 7y veremos algunas aplicaciones.

Palabras clave: Homotopia, Elevacion de caminos, Espacios de
cubrimiento, Grupo fundamental de la circunferencia.

. INTRODUCCION

En esta investigacion se demuestra con herramientas de la
Teoria de Homotopia paran = 1 que 7,,(S™) = Z, llamado Teo-
rema de Hurewicz. La investigacidon es de tipo basica, pura o fun-
damental, utiliza el Método Hipotético inductivo-deductivo. El
objetivo de este articulo es mostrar que efectivamente la Teoria
Simplicial y la elevacién de caminos influyen en el célculo del
Grupo de Homotopia de la Circunferencia.

Se puede ver en [1, 2, 4, 5, 8], los preliminares y la teoria
basica para la definicién de un grupo de homotopia.

En [6, 7, 8, 9], Se da la teoria de la espacios de cubrimiento.

Finalmente en [3, 5, 8, 10], el resultado de este articulo se
muestra utilizando la elevacion de caminos.

Una versidn para calcular el primer grupo de homotopia del
circulo es utilizar complejos simpliciales, que no se tratardn en
este articulo.

Cabe sefalar que para espacios homeomorficos, los grupos
fundamentales son isomorfos, pero el reciproco no se cumple,
ver [5].

II. HOMOTOPIA Y CALCULO DEL GRUPO FUNDAMENTAL DE
LA CIRCUNFERENCIA

Definicion IL.1. Un espacio topoldgico es un conjunto X con
una familia de subconjuntos abiertos llamados abiertos. Por
ejemplo, en la recta real R tenemos los intervalos abiertos, mas
generalmente, en R™ -0 mds atin en un espacio métrico- tenemos
las bolas abiertas. Estos conjuntos abiertos son importantes por-
que nos permiten, entre otras cosas, establecer los conceptos de
limite y continuidad de funciones.

Definicion IL.2. Una biyeccién continua f : X — Y entre es-
pacios topolégicos tal que su inversa f~! : Y — X también es
continua es llamada un homeomorfismo. En este caso diremos
que los espacios X e Y son homeomorfos. Un problema central
de la Topologia es determinar cuando dos espacios dados son ho-
meomorfos, este problema estd aun sin resolver y al parecer su
solucién todavia estd muy lejana.

En el camino a la solucién del problema planteado se han de-
sarrollado diferentes técnicas, entre ellas recurrir al apoyo del
Algebra. Para esto a cada espacio topoldgico se le asocia un
Grupo, que en nuestro caso serd llamado Grupo Fundamen-
tal o Primer Grupo de Homotopia. La idea es que “a espacios
homeomorfos les corresponden grupos isomorfos”. Lamentable-
mente el recirproco no es cierto, asi existen espacios NO homeo-
morfos cuyos grupos asociados SI son isomorfos. Por lo tanto,
esta técnica de asociar un grupo a cada espacio topoldgico sir-
ve, mds que nada, para determinar cuando dos espacio NO son
homeomorfos, lo que ya es un gran avance.

En lo que sigue I siempre denotard el intervalo [0, 1].

Definicion I1.3. Por un camino en un espacio topolégico X en-
tenderemos cualquier funcién continua f : I — X
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Fig. 1: Las flechas indican que el camino es recorrido desde f(0) a f(1)

Sean f,g : I — X caminos en X tales que f(0) = ¢g(0) y
f(1) = g(1). Entonces, f es homotdpica a g si existe una apli-
cacién continua F' : I x I — X tal que:

a. F(t,0) = f(t),Vtel,
b. F(t,1) = g(t),Vte I,

c. F(0,8)=f(0)y F(1,s) = f(1),Vs el

Denotando F, : I — X tal que F,(t) = F(t,s), intuitiva-
mente, la nocién de homotopia entre los caminos f y g la pode-
mos interpretar como si el camino f se fuese deformando con-
tinuamente, a través de los caminos Fj, hasta convertirse en g,
como en la siguiente figura:

I x {1}
T x{s}
I x {0}
IxT
Fig. 2: Fo = f, F1 = gy Fs es un camino que comienza en Fs(0) = f(0) =

g(0) y terminaen Fs(1) = f(1) = g(1) paracadas € I

Denotamos esto por
f~g

Lema IL1. Sean f,g : I — X caminos en X tales que
f(0) = g(0) y f(1) = g(1). Sea o : X — Y conntinua. Si

f ~ g, entonces

aog~aog

Note que ao fy o gsoncaminosenyY.

Proposicion I1.2. La relacién de homotopia es una relacion de
equivalencia en el conjunto de todos los caminos de X que tiene
el mismo punto inicial y el mismo punto final.

Denotemos con [f] la clase de equivalencia, seguin la relacién
de homotopia del camino f.

Para cualquier camino f, se define su camino inverso como

ft)y=f1—t), vtel

Note que f(0) = f(1)y f(1) = f(0), asi f es el mismo
camino f, pero recorrido en sentido inverso.

Sean, ahora, f,g : I — X caminos en X tales que f(1) =
£(0), entonces, definimos un nuevo camino en X, llamado el
producto de f y g como

[ re, si0<t<1/2
(f*g)(t)—{g(gt_l), sil/2<t<1
1
2 X

Fig. 3: El producto de f y g es la simple concatenacién de los caminos f y g
pero recorridos con velocidad duplicada.

Definicion IL.4. El par (G, o), donde

o: GxG@ — G
(a,b) > aod

es una operacion interna, es llamado grupo si se verifican los
siguientes axiomas:

G1) ao(boc)=(aob)oc, paratodo a,b,cenG.

G2) Existee € Gtalqueaoe =a = eoa, paratodo a € G. El
elemento e es llamado el neutro de G.

G3) Paracadaa € G, existe b € Gtalqueaob =e =boa.
El elemento b es llamado el inverso de a y suele denotarse

como o~ L.

Siempre que esté definido f * g, podemos definir el producto
de clases como sigue

[f]elg]l =[f * gl

Se demuestra que este producto estd bien definido, esto es,
no depende de los representantes f y g en cada clase.

Lema I1.3. Siempre que estén bien definidos los productos invo-
lucrados, se cumple
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Teorema IL4. EI conjunto (m1(X),xq) con el producto de cla-
ses es un grupo, llamado Grupo Fundamental de X en el punto
xo o el Primer Grupo de Homotopia de X en xq. En este caso,
el elemento neutro del conjunto es [ey,], la clase de la funcion

constante
X

exo 1
t i)

I

y dado [f] elemento de (m1(X), zq) su inverso es

Una vez que a cada espacio topologico X le hemos asocia-
do su Grupo Fundamental (71 (X), z¢) la tarea ahora es quien es
exactamente (71 (X), o), matemdticamente hablando el proble-
ma es determinar, salvo isomorfismos, el Grupo Fundamental de
X. Para esto necesitaremos mds herramientas tedricas, como el
concepto de Espacio de Cubrimiento.

Definicién I1.5. Un espacio de cubrimiento de un espacio to-
polégico X es un par (X ,p), donde X es un espacio topolégico
yp: X — X esuna aplicacién continua verificando la siguiente
propiedad: Existe un cubrimiento abierto {U; };c; de X tal que
p~1(U;) es una unién disjunta de conjuntos abiertos en X, cada
uno de los cuales es homeomorfo, bajo p, a U;, y esto es para
cadai € I.

»P-L(Uy)

Fig. 4: Idea grafica del espacio de cubrimiento

III. R ES UN CUBRIMIENTO DE S*

Denotaremos con
St ={recR?:|z| =1}

la circunferencia unitaria en el Plano.

S es un espacio topoldgico con la topologia heredada de R?
(Esto es: los abiertos de S' son de la forma A N S', donde A es
un abierto de R?).

Considere la aplicacién continua p : R — S' dada por

p(t) = (cos 2nt, sin 27t).

Demostraremos que el par (R, p) es un espacio de cubrimien-
to para la circunferencia S1. Para mostrar esto, por cuestiones
didécticas trabajaremos todo en R?, para esto haremos las si-
guientes identificaciones:

R en R3
. ..
3
39
24 2
19 1
m
09 0
—24
—2
—39
-3
. ®

Fig. 5: Identificamos la recta R en R? con un serpetin o resorte

en R?
SL /_\

zo = (1,0)

]

| 20=(1,0,0)

Fig. 6: En esta identificacion la apliciacion p anteriormente definida se convierte
en la proyeccién sobre el plano XY

Esto ultimo significa que

p(l‘vyaz) = (l‘,y,O).

Simultaneamente
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( . R
L]
3
2 p
1
p~ (V) = V 0 gl
—1
-2
-3
L]
\ .

Fig. 7: Interpretacion conjunta de las identificaciones

Fig. 9: p~1(V') es una unién disjunta de abiertos en R (los pintados de rojo) cada
uno de los cuales es homeomorfo a V.

Note que al identificar tenemos

Esto mismo también ocurre con p~!(U) como se muestra

2=(1,0,2)
1= (17 0, 1) °
e R o )
0=(1,0,0) = xg L 3
—-1=(1,0,-1)
-2=(1,0,-2
( ) » 2
1
—1 T
_ 0 y='@)
Sl
En S* considere los abiertos U y V como en la figura —1
-2
V % . -3
o )
0 o Fig. 10: p~1(U) es una unién disjunta de abiertos en R (los pintados de verde)
cada uno de los cuales es homeomorfo a U.
Fig. 8: Uy V son tales que §* = U UV Por tanto, se ha mostrado que el par (R, p) es un espacio de

cubrimiento de S*.

Asi {U, V'} es un cubrimiento abierto de S*. ) - ) o
Definicion IIL.1. Sea (X, p) un espacio de cubrimiento de X,

Con nuestra identificacién de R en R3 como un resorte se sea f : ¥ — X una aplicacion continua. Un levantamiento de
puede mostrar claramente lo siguiente f es una aplicacién continua f : Y — X talquepo f = f
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RN

Fig. 11: Idea grafica de levantamiento

EJemplo 1L1. Sea w, I — S tal que wy(s) =
(cos 2mns, sin 2mns), para cada n € Z. Note que wy, es un la-
70 que comienza en o = (1,0), da |n| vueltas al circulo S*, si
n # 0,y termina en 2y = (1,0). Sin = 0, wy es la funcién
constante (1,0).

Recordemos que hemos identificado R en R3 como una es-
pecie de resorte.

En esta identificacién el intervalo [0, 1] se identifica con la
vuelta del resorte en 0 y termina en 1. El intervalo [0, 2] se iden-
tifica con las dos primeras vueltas del resorte hacia arriba comen-
zando del 0.

En general el intervalo [0, n] se identifica con las n prime-
ras vueltas del resorte hacia arriba comenzando del 0. Sin < 0,
el intervalo [n, 0] se identifica con las —n primeras vueltas del
resorte hacia abajo comenzando del 0.

Sea &, : I — R el camino @, (s) = ns, note que este ca-
mino comienza en o y termina en n, por tanto su imagen en el
intervalo [0, 1] o [n, 0] segiin sea n positivo o negativo respecti-
vamente, y por nuestra definicién w,, es el camino que comienza
en 0y recorre las |n| primeras vueltas hacia arriba o hacia abajo
del resorte.

Asi por ejemplo

3

Fig. 12: @3 comienza en 0 y da tres vueltas hacia arriba del resorte.

Claramente si proyectamos w3 sobre el plano XY obtendre-
mos la circunferencia S* pero recorrida 3 veces, uno por cada

vuelta del resorte, esto es, p o W3 = ws.

w3 3
2
p
1
S 1 0
Lh_r«;

[s

Fig. 13: Proyeccion de w3 sobre el plano XY'.

En general p o &,, = w,. Por tanto, hemos mostrado que w,,
es un levantamiento de w,, para cadan € Z.

IV. LEVANTAMIENTO DE CAMINOS

Todo espacio de cubrimiento posee la siguiente propiedad de
levantamiento.

Proposicion IV.1 (Propiedad de Levantamiento de caminos).
Sea (X,p) un espacio de cubrimiento de X, sea f : I — X
un camino que comienza en o € X. Entonces, para cada
Fo € p~Y(x0) existe un tinico camino f : I — X que comienza
en Ty es un levantamiento de f.

"}U ./_Xf/.

I

7
'~

P

Fig. 14: Idea grifica de levantamiento de caminos

Se cumple que p o f = f, donde p(Zy) = xo.

Como una observacién, note que en nuestra identificacion,
los puntos que se proyectan sobre xy = 0 son precisamente los
numeros enteros.
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R ®
3
P 2
1

g1 0=z

-1
—2
-3

L ]

°®

Fig. 15: Proyeccion de los nimeros enteros

por lo tanto
—1 o
P~ (z0) =Z

Definicién IV.1. Sea f un lazo en S’ que comienza y termina
en xg, esto es

f(0) =20 = f(1)

Por la propiedad de levantamiento de caminos, existe un Uni-
co levantamiento f que comienza en 0. Ahora

F) epto(f) =p  (f() =p H(w0) = Z

de donde f(1) € Z.

Al entero f (1) 1o llamaremos el grado de f, y lo denotare-
mos deg f.

Usaremos los conceptos de espacio de cubrimiento, levanta-
miento de caminos y grado de un lazo para calcular el Grupo
Fundamental de S'. Antes enunciamos el siguiente lema:

Lema IV.2. Si X es un espacio topoldgico, entonces m1(X) =
0.

La prueba del anterior lema se puede interpretar como sigue

Fig. 16: Idea grifica de la prueba del lema

Demostracion. Bastard mostrar que todo par de caminos con los
mismos puntos extremos en X son homotdpicos (en particular
los lazos).

Sean f, g dos caminos cualesquiera en X que tienen los mis-
mos puntos extremos. Basta considerar la homotopia dada por

Fy(t) = (1= s)f(t) +s9(t)
paratodot € [ ytodo s € I. |
Considerando los conceptos y notaciones previas enuncia-

mos a continuacion el teorema que nos permitira calcular el gru-
po fundamental de S*.

Teorema IV.3. Se cumple que m1(S*) = Z, donde esta igual-
dad se entiende es a nivel de isomorfismos, es decir, el grupo
fundamental de S* es isomorfo a Z.

Demostracion. Recordemos que para cada n € Z hemos defini-
do

wy : I — S* tal que wy,(s) = (cos 27ns, sin 27ns)

que es el lazo que comienza en g da |n| vueltas al circulo St y
. . . . ..
termina en Esto nos permite definir la aplicacién

©:(Z,+) = (m1(Sh), ®) como p(n) = [wy].

Recordemos también que dado un lazo f en S*, el grado de
f es un nimero entero. Esto nos permite definir la aplicacion

W2 (m1(S),8) = (Z, +) como 9([f]) = deg f
Los pasos a seguir para la prueba seran dos:

= Mostrar que ¢ es un homomorfismo de grupos.

= Mostrar que las aplicaciones ¢ y ¥ son una la inversa de
la otra y por tanto son ambas biyecciones.
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Note que de la combinacién de ambos pasos se concluye que
 es un isomorfismo entre grupos (Z, +) y (m1(S*), ) que es lo
que queriamos probar.

La prueba de que ¢ es un homomorfismo de grupos se puede
hacer incluso graficamente.

( 3
>_ ﬁfn
(n vueltas)

I;‘—-’fnr;n +n < <

(m + n vueltas)

1% ™
vV

ueltas)

‘ (m

Fig. 17: Idea grifica

Asi
@m+n ~ Wy, * Wy
y por propiedad
PO D ~ PO (W * W)
luego
Wm+n ~ W * Wp
de donde

[Wmtn] = [Wm * wn][Wm] ® [wn]
asi
p(m +n) = p(m) e p(n)
lo que muestra que ¢ es un homomorfismo de grupos.

Resta mostrar que @ 0t) = id (s1). Calculemos ahora p o)

(o) ([f]) = ¢(([f])) = p(deg ) = [waes f]

Queremos que (¢ o ¥) = [f], luego bastard mostrar que
[f] = [wdeg £], 10 que equivale a mostrar que

f ~ Wdeg f

Sea m el grado de f, entonces

m = deg f = f(1)

donde f es el tnico levantamiento de f que comienza en 0y ter-
mina en f(1). Note que f : I — R existe por la propiedad de
levantamiento de caminos. Ahora, &,, : I — R es también un
camino que comienza en 0 y termina en m = f(1). Como R es
un espacio conexo, por el Lema I'V.2

f ~ W
de donde
pof~pownm
asi f ~ w,, como queriamos. |

V. APLICACIONES
A. Espacios de configuraciones en sistemas mecdnicos

Estos transforman o transmiten movimiento, ellos pueden te-
ner elementos s6lidos y estar asociados con sistemas eléctricos.
En mecdénica cldsica, el espacio de configuraciones representa to-
das las posiciones posibles del sistema, y puede tener una estruc-
tura topoldgica o diferenciable, siendo su objetivo, la compleji-
dad topolégica. Presentamos un ejemplo llamado “problema del
pianista”, donde un pianista debe mover un piano en una habi-
taciéon con obsticulos, donde el espacio de configuraciones del
piano se determina por la presencia de obsticulos.

Denotemos por {O,}"_, los m obstdculos presentes en la
habitacion. Entonces su espacio de configuraciones asociado al
piano esta determinado por

X=H\ GOn
n=1

Fig. 18: Ilustracion del problema del pianista, ver [12]

Como segundo ejemplo tenemos el andlisis de un brazo
robdtico compuesto por “n” barras (A1, Ao, ..., A,,) conectadas
por codos flexibles, con un punto inicial fijo para A; y la posibi-
lidad de autointersecciones. En un plano, una configuracién del
brazo se describe mediante “n” dngulos (61,02, ..., 6, ), donde
0; es el angulo entre la barra A; y el eje OX. El espacio de con-
figuraciones del brazo robdtico en el plano, sin obsticulos, se
representa como un toro n-dimensional.
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Fig. 19: X = St x St x ... x St

B. Teoria de la estructura electrénica de bandas de materiales topoldgi-
cos

Teoria de estructura electronica de bandas: En la fisica de
materiales, la teoria de estructura electronica de bandas se utiliza
para describir cémo los electrones se distribuyen en niveles de
energia especificos en un material. Las bandas de energia repre-
sentan los niveles permitidos de energia para los electrones en un
material. La conectividad o desconexién de estas bandas puede
ser crucial para determinar las propiedades del material.

Materiales topoldgicos: Los materiales topoldgicos son sus-
tancias que exhiben propiedades electrénicas tnicas y estados
de la materia debido a su topologia especial. Un semimetal to-
poldgico es un tipo de material topolégico en el que las bandas
electrénicas se interconectan de manera especifica, lo que resulta
en propiedades electrénicas particulares. Un aislante topoldgico
es otro tipo de material topoldgico en el que las bandas electréni-
cas no estin conectadas en ciertas regiones, creando un “hueco”
en el espectro de energia.

Fig. 20: Representacion grafica de la estructura de bandas electronicas del mate-
rial en estudio (Ver [11])

Las bandas interconectadas en la figura de la izquierda indi-
can que el material es un semimetal topolégico. Esto sugiere que
ciertas propiedades electrénicas especiales pueden manifestarse,
como la presencia de fermiones de Weyl o nodos de Dirac. Las
bandas no conectadas en la figura de la derecha sugieren que el
material es un aislante topoldgico. Estos materiales pueden te-

ner propiedades de conduccién en la superficie, pero son aislan-
tes en el interior. Implicaciones practicas: Este nuevo paradigma
en la teoria de estructura electrénica de bandas puede tener di-
versas aplicaciones précticas en electronica cudntica, informati-
ca cudntica, y otras tecnologias emergentes que se benefician de
las propiedades tnicas de los materiales topolégicos.

La teoria de homotopia es un campo matemadtico que estu-
dia las propiedades topolégicas de espacios y funciones conti-
nuas. Aunque su aplicacién directa en ingenieria puede no ser
tan comtn como en matematicas puras, la teoria de homotopia
tiene varias aplicaciones indirectas y conexiones en la ingenieria.
Aqui hay algunas 4reas en las que la teoria de homotopia puede
ser relevante:

C. Topologia y Diserio de Redes

La teorfa de homotopia puede ser ttil en el disefio y optimi-
zacion de redes, ya que puede ayudar a comprender las propie-
dades topoldgicas de los sistemas de comunicacién y a analizar
la conectividad de nodos y enlaces (Ver [13]).

D. Robdtica y Trayectorias

En robdtica, la planificacién de trayectorias es esencial. La
teoria de homotopia puede utilizarse para estudiar la deforma-
cién continua de trayectorias y ayudar en la generacion eficiente
de movimientos para robots.

E. Optimizacion Topoldgica

En el disefio estructural y la optimizacién topoldgica, la
teoria de homotopia puede ser relevante para comprender las
transformaciones topoldgicas que experimenta una estructura ba-
jo diferentes condiciones de carga.

F. Andlisis de Sistemas Dindmicos

La teoria de homotopia puede ser aplicada en el anélisis de
sistemas dindmicos para estudiar las bifurcaciones y cambios to-
poldgicos en el comportamiento de sistemas fisicos y mecanicos.

G. Electronica y Diseiio de Circuitos

En el disefio de circuitos electrénicos, la teoria de homotopia
puede ser utilizada para analizar las caracteristicas topoldgicas
de circuitos y sistemas, especialmente en la optimizacién de di-
sefios.
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H. Problemas de Geometria Computacional

La teoria de homotopia también se utiliza en problemas de
geometria computacional, como la resolucién de ecuaciones al-
gebraicas y la representacion de formas geométricas.

1. Fisica Aplicada

En fisica aplicada, la teoria de homotopia puede tener apli-
caciones en el estudio de transiciones de fase y en la compren-
si6n de las propiedades topoldgicas de materiales y sus compor-
tamientos bajo diferentes condiciones. Aunque estas aplicacio-
nes son ejemplos generales, es importante sefialar que la adop-
cién especifica de la teorfa de homotopia en proyectos de in-
genieria puede variar segtin el contexto y la naturaleza del pro-
blema. Ademads, en muchos casos, las herramientas y métodos
basados en la teoria de homotopia pueden ser utilizados de ma-
nera mds indirecta a través de herramientas computacionales y
algoritmos especificos.

VI. CONCLUSIONES

Con las herramientas matematicas de Teoria de Homotopia
en el area de Topologia Algebraica dentro de la Matemadtica se
logra demostrar como se da la influencia de la elevacién de ca-
minos en el Célculo del grupo de homotopia de la esfera.

La Elevacién de Caminos es el proceso por el cual se estudia
el grado de los lazos de la circunferencia mediante la propie-
dad de elevacién de caminos que tiene la aplicacién candnica
p: R — S p(r) = €2™". Para ello se analiza previamente la
nocién de aplicacion recubridora y sus propiedades de elevacion
de caminos y homotopias.

El grupo denotado por 71 (X, x¢ ), es denominado grupo fun-
damental del espacio basado (X, z). En aquellos contextos en
los que el punto base quede bien determinado y en otros casos en
los que su papel no sea relevante utilizaremos la notacién 1 (X).
Cuando X = S™, el Grupo de Homotopia se denomina Grupo
fundamental de la esfera “n + 1” dimensional, y es aca donde
probamos que 71 (S!) = Z.

La teoria de homotopia dentro de la topologia algebraica son
dos ramas de la matemdica muy poderosas en las aplicaciones en
problemas de contexto real: Espacios de configuraciones en sis-
temas mecanicos, Teoria de la estructura electronica de bandas
de materiales topolégicos, Topologia y Disefio de Redes, Robdéti-
ca y Trayectorias, Optimizacién Topoldgica, Analisis de Siste-
mas Dinamicos, Electronica y Disefio de Circuitos, Problemas
de Geometria Computacional y Fisica Aplicada.
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