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Abstract - Cracks often exist in mechanical and structural components. If they are not detected in time, a severe damage can occur. The 

apparition and grow of cracks in a system changes its dynamic and vibratory behaviour. Therefore, determining the modal parameters of 

structures is a great interest in engineering and well known as the direct problem. 

The calculus of variations, based on the use of an intermediate elastic constraint associated with a fractomechanical crack model, proved 

to be a robust and effective tool to model the free transverse vibrations in cracked homogeneous and isotropic Euler Bernoulli beams. 

The dimensionless coefficients of unnormalized and normalized frequencies for beams with a single crack open to the surface are 

presented; for classic supports, classic supports with intermediate supports, classic supports with ball joints and elastic springs at the ends. 
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Resumen – En los componentes mecánicos y estructurales 

suelen existir fisuras. De no ser detectadas oportunamente pueden 

ocasionar daños severos. La creación y el desarrollo de fisuras en un 

sistema cambia su comportamiento dinámico y vibratorio. Por lo que 

determinar los parámetros modales de estructuras con fisuras de 

características conocidas es de gran interés en ingeniería. Esto se 

conoce como problema directo.  

El cálculo de variaciones, a partir del empleo de una 

restricción elástica intermedia asociada a un modelo fractomecánico 

de fisura, demostró ser una herramienta robusta y eficaz para 

modelar las vibraciones transversales libres en vigas Euler Bernoulli, 

homogéneas e isótropas, con presencia de una fisura. 

Se presentan los coeficientes adimensionales de frecuencias 

sin normalizar y normalizados para vigas con una sola fisura abierta 

a superficie; para las vinculaciones clásicas, con apoyos intermedios, 

con rótulas y vínculos elásticos en los extremos. 

 
Palabras claves: Problema directo – vibraciones – vigas- 

Fisuras. 
 
 

 INTRODUCCIÓN. 

 

El análisis modal analítico consiste en desarrollar un 

modelo matemático, conocido como modelo modal, a partir del 

cual se describe una estructura en términos de sus parámetros 

modales: frecuencias naturales, coeficientes de 

amortiguamiento y modos normales de vibración. Caracterizar 

estos parámetros es clave porque permite ante una entrada 

conocida (carga), determinar la respuesta (desplazamientos,  

 

 

deformaciones y tensiones) del sistema dinámico; uno 

de los objetivos principales de la dinámica estructural. 

En los componentes mecánicos y estructurales suelen 

existir fisuras. De no ser detectadas oportunamente pueden 

ocasionar daños catastróficos e irreversibles, asociados a 

enormes perjuicios desde el punto de vista económico, social y 

ambiental. 

La creación y el desarrollo de fisuras en un sistema 

cambian su comportamiento dinámico y vibratorio. Por lo que 

determinar los parámetros modales de estructuras con fisuras de 

características conocidas es de gran interés en ingeniería [1]-[8]. 

El cálculo de variaciones se ha constituido en una 

herramienta particularmente eficaz para modelar vibraciones 

transversales libres en vigas homogéneas e isótropas. En 

particular, el uso de restricciones elásticas internas que 

permiten emular la presencia de fisuras en vigas [9] y [10]. 

El objetivo de este trabajo es estudiar en forma analítica 

la influencia de la presencia de fisuras en las frecuencias 

naturales de vibración de vigas Euler Bernoulli. 

Si bien numerosos autores han abordado el tema en 

forma analítica, con simulaciones por elementos finitos o en 

forma experimental, por ejemplo ver [11]-[20]. Es un aporte de 

este trabajo además de presentar resultados de los coeficientes 

de frecuencias de vigas con condiciones de vinculación clásicas, 

considerar apoyos y rotulas intermedias como apoyos elásticos 

en los extremos. 
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 DESARROLLO. 

 

En la Figura 1 se describe una viga tipo Euler Bernoulli, 

de longitud total ,l  compuesta por tres tramos, cuyas 

dimensiones de sección y material son uniformes a lo largo de 

cada uno. Los mismos, que se corresponden a los intervalos 

 10, ,c   1 2,c c  y  , ,c l  están vinculados entre sí por dos 

rótulas internas y dos restricciones elásticas rotacionales , 1i ir   

con 1, 2.i   En cada rotula actúa un resorte traslacional 
ict  con 

1, 2;i  cuyo otro extremo está fijo. El sistema estructural tiene 

en sus extremos restricciones rotacionales definidas por los 

parámetros 0r  y lr  y restricciones traslacionales dadas por 0t  y 

.lt  El desplazamiento transversal de la viga en cualquier 

instante de tiempo t  está descripta por la función  , ,w w x t

 0, .x l   

Figura 1 – Viga de tres tramos analizada. 
 

A partir de las expresiones de la energía mecánica del 

sistema, la aplicación del principio de Hamilton y el cálculo de 

variaciones, se obtienen, ya adimensionalizadas, la ecuación 

diferencial que describe el comportamiento vibracional, las 

condiciones de contorno y transición [9], [10], [19] y [20]. 
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donde el cambio de variable está dado por /x x l  y 

por lo tanto la posición adimensional de las transiciones son 

/ .i ic c l  Las constantes adimensionales de rigidez de las 

restricciones elásticas en los extremos están dadas por 

3
0

0 ,
t l

T
EI

  0
0 ,

r l
R

EI
  

3

,l
l

t l
T

EI
  l

l

r l
R

EI
  y las internas por 

3

,i

i

c

c

t l
T

EI
  , 1

, 1 ,i i
i i

r l
R

EI


   1, 2.i    

 

El coeficiente adimensional de frecuencias n  está 

definido como:  

 
 

4 2 ,    n=1,2,...,mi
n n

i

A
l

EI


   (10) 

y  ,i mW x describe las formas modales del n -ésimo modo.  

 

Las ecuaciones diferenciales ordinarias (E.D.O) de cuarto 

orden dadas en (1) tiene como posible solución a la función:  

     
   

, ,1 ,2

,3 ,4

cosh sinh

cos sin ,    1,2,3. 

i n i n i n

i n i n

W x A x A x

A x A x i

 

 

 

  
 (11) 

 

Reemplazando (11) en (2) a (9), se obtiene un sistema 

lineal de ecuaciones homogéneas. Dicho sistema puede ser 

escrito en notación matricial. Agrupando los coeficientes del 
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sistema, se obtiene la matriz A de coeficientes del sistema. 

Entonces, la solución no trivial se obtiene al encontrar las 

raíces del polinomio característico  .nP   Siendo así 

denominada como ecuación característica a: 

   

 0 0 , 1, , , , , , 0.
i

n

l l i i c n

P Det A

G T R T R R T





 

 
 (12) 

 

Adoptando valores adecuados de 0 ,T  0R  y ,lT  lR se 

pueden generar todas las combinaciones posibles de 

restricciones de apoyo clásicas (empotrado, simplemente 

apoyado, libre). Por otra parte, dando valores apropiados a 
icT  

con 1, 2,i  se pueden considerar efectos de restricciones 

elásticas intermedias en los puntos intermedios ,ix c  1, 2.i   

Si se considera que solo está presente la fisura y no 

existe apoyo intermedio, entonces 
1

0,cT   1,2 ,R    
2

0cT   y 

2,30 .R     

Si se analiza una viga con un apoyo intermedio y una 

fisura ubicados en diferentes posiciones se considera que los 

resortes intermedios adoptan 
1

,cT   1,2 ,R    
2

0cT   y 

2,30 .R    Vale aclarar, que en caso de que la fisura este 

antes que el apoyo, los valores de las restricciones elásticas de 

la primera transición pasan a la segunda y de la segunda a la 

primera. 

Para la implementación del modelo de fisura (Fig.2), se 

considera el modelo formulado con herramientas 

fractomecánicas, basado en el factor de intensidad de tensiones 

para fisuras superficiales simples y abiertas utilizado en [19].  

Figura 2 – a) Viga con una fisura superficial a un solo lado.  
b) Esquema de fisura superficial abierta. 

 

Para diferentes condiciones de vinculación se determina 

en forma exacta el valor de los coeficientes adimensionales de 

frecuencias que corresponde a una viga fisurada ,n con 

determinada posición c y profundidad   de fisura, donde el 

subíndice n  indica el modo normal considerado. El análisis 

está acotado a los modos 1 a 3, variando c  y   desde 0.01 a 

0.99 con paso 0.01.  

Al graficar los casos obtenidos, se conforma en una 

gráfica tridimensional una superficie, donde para cada posición 

y profundidad de fisura se corresponde un valor de coeficiente 

adimensional de frecuencias. A la misma, se la denomina 

superficie de los coeficientes adimensionales de frecuencias. Si 

para cada posición y profundidad, el valor de n es dividido por 

el valor de los coeficientes adimensionales de frecuencias que 

corresponden a una viga sin presencia de fisuras ,n se puede 

trazar una superficie que se denomina superficie de los 

coeficientes adimensionales de frecuencias normalizados 

  ,n n  ver (Fig. 3). 

 
Figura 3 – Condición L-L, modo 1. 

a) Superficie de los coeficientes adimensionales de frecuencias. 
b) Superficie de los coeficientes adimensionales de frecuencias normalizados. 
 
 

 RESULTADOS. 

A continuación, se presentan los resultados obtenidos 

para diferentes casos de vinculación, agrupándolos en 

vinculaciones clásicas, vinculaciones clásicas con apoyos 

intermedios, vinculaciones clásicas con rotulas y vínculos 

elásticos en los extremos.  
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A. Condiciones de vinculación clásicas en los 
extremos. 

 

 
Figura 4 – Superficie de los coeficientes adimensionales de frecuencias 

 para la condición E-L. 
 

B. Condiciones de vinculación clásicas en los 
extremos con un apoyo simple intermedio. 

 

 
Figura 5 – Superficie de los coeficientes adimensionales de frecuencias  

para la condición A-A con un apoyo simple en 0.30.c   

C. Condiciones de vinculación clásicas en los 
extremos con una rótula intermedia. 

 

 
Figura 6 – Superficie de los coeficientes adimensionales de frecuencias  

para la condición A-A con una rotula en 0.33.c   
 

D. Apoyos elásticos en los extremos 
 

 
Figura 7 – Superficie de los coeficientes adimensionales de frecuencias  

para la condición 1 2 10,T T   1 2 0.R R   
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 CONCLUSIONES. 

El cálculo de variaciones, a partir del empleo de una 

restricción elástica intermedia asociada a un modelo 

fractomecánico de fisura, demostró ser una herramienta robusta 

y eficaz para modelar las vibraciones transversales libres en 

vigas Euler Bernoulli, homogéneas e isótropas, con presencia 

de una fisura abierta a superficie. Como ventajas del método 

utilizado se puede mencionar que los resultados obtenidos son 

exactos y no aproximados, que resulta de fácil implementación 

y bajo coste computacional. 

Se obtuvieron en forma analítica los valores de los 

coeficientes adimensionales de frecuencias sin normalizar y 

normalizados para vigas con una sola fisura y vinculaciones 

clásicas, clásicas con apoyos intermedios, clásicas con rotulas 

y vínculos elásticos en los extremos. En experimentos y aún 

más en aplicaciones de ingeniería, se dificulta encontrar una 

vinculación que se comporte con correspondencia perfecta con 

la teoría. Por lo cual, el modelo computacional presentado 

posee un gran valor. Ya que las restricciones elásticas que 

emulan las condiciones de vinculación pueden adquirir 

cualquier valor predeterminado.  Los resultados hallados para 

las vinculaciones clásicas se condicen con los presentados por 

otros autores.  El análisis de casos de estudio en vinculaciones 

clásicas con apoyos intermedios, clásicas con rotulas y vínculos 

elásticos en los extremos son los nuevos aportes presentado en 

este trabajo. 
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