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Abstract- In this work we do a short literature review on the most
relevant methods for robust estimation of Principal Component
Analysis (PCA). In particular, we review methods for PCA that are
resistant against rowwise outliers, cellwise outliers and against both
rowwise and cellwise outliers. It is well known that classical PCA
breaks down in the presence of outliers. In practical applications, we
suggest to fit a robust method for PCA estimation that is resistant to
rowwise and cellwise outliers. We could later compare this result with
the classical fit to evaluate the influence of outliers. Robust methods
for PCA can also be used to detect outliers.
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Resumen— En este trabajo se realiza una revision literaria de
los métodos robustos més relevantes para Analisis de Componentes
Principales (ACP). En particular, revisamos métodos robustos para
ACP resistentes a valores atipicos por filas, a valores atipicos por
celdasy avaloresatipicos por filas y por celdas. El método clasico de
ACP colapsa ante la presencia de valores atipicos. Ante la posible
presencia de valores atipicospor filasy por celdasy a la proliferacion
de estos en datos de gran dimension, se sugiere ajustar métodos
robustos resistentes a filas y a celdas atipicas para estimar el
subespacio de menor dimensién. Este ajuste robusto puede ser luego
comparado con el ajuste clasico para evaluar la influencia de los
valores atipicos. Los métodos robustos para ACP también pueden ser
usados para detectar filas y celdas atipicas.

Palabras claves-- Valores atipicos, Analisis de Componentes
Principales, Deteccion de valores atipicos, Estimacion robusta.

|. INTRODUCCION

Una definicién de un valor atipico que es generalmente
aceptada entre muchos estadisticos y cientificos de datos, es
aquellaque diceque unvalor atipicoes unaobservacion que se
desvia delajustesugerido por la mayoria de las observaciones.
En aplicaciones reales, los datos muy a menudo contienen
valores atipicos. Los datos atipicos pueden representar errores
indeseables que pueden afectar el proceso del anélisis de los
datos o puedenrepresentar piezas de informacion valiosas que
se obtienende forma inesperada. Porello, es importante parael
investigador poder detectar estos valores atipicos para luego
realizar una interpretacion de ellos. Muy a menudo, antes del
analisis, no se conocesiexisten valores atipicos en el conjunto
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de datos, si existen no se conoce la proporcion de valores
atipicos que estan presentes ni su ubicacién en el conjuntode
datos. Los métodos estadisticos tradicionales son sensibles ante
la presencia de valores atipicos. Ante esto, métodos estadisticos
robustos hansidodesarrollados quetratande ajustar el modelo
impuesto por la mayoria de los datos. El objetivo principal es
encontrar un ajuste robusto que sea similar al ajuste que
hubiéramos encontrado sin la presencia de valores atipicos. Este
ajuste robusto puede ser usado para detectar valores atipicos
mediante la identificacion de grandes desviaciones conrespecto
a este ajuste. La identificacion de valores atipicos en los datos
permite alertar al analista sobre posibles problemas en el
procesoderecoleccion dedatos e investigar sus causas.

El campo de la estadistica robustaseha desarrollado desde
la década de los60en los diferentes contextos de la estadistica
con eldesarrollo deungran nimero de metodologias resistentes
a la presencia de observaciones atipicas [1], [2]. Estas
observaciones atipicas son también llamadas datos atipicos por
fila (0 rowwise outliers en inglés), ya que los datos
multivariantes tipicamente se representan por medio de una
matriz rectangular en la cual las filas son las observaciones y
las columnas son las variables. Los métodos robustos por fila
requieren en general que menos de la mitad de las filas de la
matriz de datos sean atipicas (ver por ej. [3]). En muchas
aplicaciones practicas, sin embargo, solo ciertas celdas en una
fila de la matriz de datos contienen valores atipicos, mientras
que las demas celdas de la fila representan piezas valiosas de
informacidn. Este nuevo paradigma fue presentado por primera
vez por Algallaf et al. [4] y se lo conoce como datos atipicos
por celdas (o cellwise outliers en inglés). Algallaf et al. [4]
notaronademas que en problemas de grandes dimensiones (por
ej. cuando el nimero de variables p es mayor al nimero de
observacionesn, i.e.p >n), es posible queun pequefio nimero
de celdas atipicas puedan contaminar a la mayoria de las
observaciones de lamatriz de datos, cuando la contaminacion
en las celdas es producida en posiciones aleatorias. Bajo este
escenario, los métodos robustos por fila “colapsan” ya que estos
métodos no toleran unaproporcién de mas del 50% de filas
atipicas (verporej.[3]) En los Gltimos afios se han desarrollado
métodos para lidiar con el paradigma por celdas que tratan de
explotar la informacion valiosade las celdas regulares en cada
fila y que son robustos incluso si la mayoria de las
observaciones estan contaminadas (ver por ej. [4]-[7]).

En este trabajo, realizaremos unarevision literaria de los
métodos robustos mas relevantes que se handesarrollado para
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Anélisis de Componentes Principales (ACP). ACP es una
herramienta exploratoria popular para datos multivariantes. En
particular, ACP es util para encontrar unarepresentacion en
menor dimensién que produce la mejor aproximacion posible a
los datos originales. ACP clasico minimiza las distancias
euclideas al cuadrado entre las observaciones originales y sus
proyecciones ortogonales sobre el subespacio de menor
dimensién. De forma equivalente, ACP clasico buscade forma
secuencial direcciones definidas por vectoresunitarios que
maximizan la varianza clasica (no robusta) de los datos
proyectados, bajo la restriccion que estas direcciones sean
ortogonales unarespectodela otra. La solucion de ACP clasico
viene dada porlos primeros vectores propios correspondientes
alos valores propios demayor valor de la matrizde covarianza
clasica, los cuales pueden obtenerse al realizar la
descomposicion espectral de la matriz de covarianza clasica.
Unaalternativaparaobtener lasolucidnde ACP clasicoque no
requiere el calculo de la matriz de covarianza ni su
descomposicion espectral es medianteelalgoritmo “Nonlinear
Iterative Partial Least Squares” (NIPALS) [8], [9]. NIPALS
obtiene la solucién de ACP clasico mediante secuencias
iterativas de proyecciones ortogonales. El algoritmo NIPALS
posee algunas ventajas sobre el método que utiliza la
descomposicién espectral. En particular, NIPALS puede
trabajar con datos incompletos y puede lidiar condatos de gran
dimension y conproblemas decolinealidad de las variables.

Sin embargo, ACP clasico es muy sensible a la presencia
de datos atipicos ya que usa la funcion de pérdida cuadratica.
Por tanto, algunos enfoques para robustificar ACP se han
propuesto en la literatura cientifica. El objetivo de este trabajo
es presentar una perspectiva de las diferentes técnicas para ACP
robusto disponibles en la literatura cientifica y presentar
algunas desus caracteristicas. El lector puede profundizar sobre
algunas definiciones presentadas en este trabajo en las
referencias quese enlistana lo largo del texto. La siguiente
seccion de este trabajo presenta una revision literaria de los
principales métodos robustos desarrollados para ACP, los
cuales hemos clasificado en tres categorias: aquellos resistentes
a datos atipicos por fila, aquellos resistentes a datos atipicos por
celdas y aquellos resistentes tanto aceldas como a filas atipicas.
La seccidn3describe nuestras principales conclusiones.

I1. ACP RoBUSTO: REVISION DE LA LITERATURA

A. ACP robustocontrafilas atipicas

El enfoque mas antiguo y sencillo para robustificar ACP
contra filas atipicas consiste en tomar los vectores y valores
propios de un estimador robusto de la matriz de covarianza en
lugar de la matriz clasica de covarianza muestral (ver por ej.
[10]-[24]). Sin embargo, este enfoque no puede ser usado en
aplicaciones con datos de gran dimension pues calcular una
matriz de covarianza robusta de gran dimension es
computacionalmente complejo o inclusive no factible si el
tamafio muestral es pequefioen relacion a la dimension de los
datos. Ademas, aunque la eficiencia de los estimadores robustos
de dispersién se incrementa con la dimension, esto sucede a
expensas de pérdida de robustez. Una alternativa robustay que
puede ser facil de calcular son las ACP esféricas propuestas por

Locantore et al.[15]. Estatécnica usa la matriz de covarianza
de los datos proyectados sobre la esferaunitariay, portanto,su
computo puedeser efectuado rapidamente.

Otro enfoque para robustificar ACP contra filas atipicas
busca de manera secuencial direcciones univariantes
ortogonales, una respecto de la otra, que maximizan un
estimador robusto de escala de las proyecciones. Este enfoque
robusto debUsqueda por proyecciones (también conocido como
“projection pursuit” en inglés) ha sido estudiado por ejemplo
por [16]-[18].

En lugar de buscar direcciones de forma secuencial,
podriamos optar por estimar directamente y de manerarobusta
el subespacio de menor dimensién (ver por ej. [19], [20]).
ROBPCA [21] busca el subespacio de menor dimension a
través de unprocedimiento de pasos maltiples. Brevemente, el
primer paso intenta identificar un subconjunto den/2 <h < n
observaciones con base en la medida de atipicidad de Stahel-
Donoho. Luego, se aplica ACP clasico en este subconjunto de
tamafio h y se determina la dimension 6ptima del subespacio.
En el siguiente paso, los puntos de los datos son proyectados
sobre el subespacio de menor dimension. Finalmente, se calcula
el estimador de covarianza de determinante minimo
reponderado en los datos proyectados para obtener las
estimaciones de las direcciones principales del subespacio. Los
autores en [21], Hubert et al., proponen ademas un gréafico de
diagnostico que permite detectar observaciones atipicas al
graficar las distancias ortogonales entre las observacionesy el
subespacio estimadorobusto, versus, las distancias robustas de
las proyecciones de las observaciones sobre el subespacio (0
scores) con respecto a su centro. Hubert et al. [21] proponen
puntos criticos para las distancias ortogonales y para las
distancias de los scores afin de clasificar cada observacion en
una de las siguientes categorias: observaciones regulares,
observaciones buenas de apalancamiento, observaciones malas
de apalancamiento y observaciones atipicas ortogonales. Las
observaciones buenas de apalancamiento son aquellas que se
encuentran cerca del subespacio de componentes principales
pero cuya proyeccion sobre el subespacio esta alejada de las
proyeccionestipicas. Aunque las observaciones buenas de
apalancamiento no influyenen la estimacién del subespaciode
componentes principales, estas aun pueden afectar la
estimacion de los vectores y valores propios [22]. Las
observaciones malas de apalancamiento, por otro lado, son
aquellas que seencuentranalejadas del subespacio (i.e. estan a
una distancia ortogonal grande con respecto al subespacio) y
ademas su proyeccionen el subespacio es remota con respecto
a las proyecciones tipicas. Por su parte, las observaciones
atipicas ortogonales son aquellas que estan alejadas
ortogonalmente del subespacio pero que sus proyecciones se
encuentran cercanas a las proyecciones tipicas. Tanto las
observaciones malas de apalancamiento como las
observaciones atipicas ortogonales son influyentes en la
estimacion delsubespacio. En la referencia [23] se muestra el
uso de este graficode diagndstico para detectar observaciones
atipicas mediante ejemplos.

Siguiendo lamisma linea que [21], Maronna [24] propuso
estimar de forma robusta el subespacio minimizando seaun M-
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estimador de escala o un estimador de escala “least trimmed
squares” (LTS) de las distancias euclideas entre las
observaciones y sus proyecciones ortogonales sobre el
subespacio. La estimacién propuesta por Maronna [24] es
robusta en el sentido de que emplea estimadores robustos de
escala en el procedimiento de optimizacion enlugar de emplear
la desviacion estandar clasica y no robusta. La robustez de estos
estimadores del subespacio ha sido ampliamente investigada de
manera empirica. Ver por ejemplo [24]-[26] para el caso del
estimador basado enel M-estimador de escalay [24], [27], [28]
parael caso delestimadorbasado en laescala LTS. El trabajo
en [27] contribuye con un estudio exhaustivo de las propiedades
tedricas delestimador basado en laescala LTS. Maronna [24]
caracterizo las soluciones de estos estimadores por medio de las
direcciones del complemento ortogonal y mostrd que estas
direcciones corresponden con los vectores propios asociados a
los valores propios mas pequefios de unamatriz de covarianza
ponderada. En base a esta caracterizacion, Maronna [24]
propuso unalgoritmo iterativo para calcular los estimadores del
subespacio robusto. Sin embargo, en caso de unaaproximacion
de baja dimension para datos de gran dimensioén, el algoritmo
de Maronna requiere la descomposicion de una matriz de
covarianza de grandimensiony necesitade un gran nimerode
sus vectores propios para caracterizar la solucion. Estohaceque
el célculo de los estimadores del subespacio de Maronna [24]
requieramucho tiempo o seaincluso imposible de calcularen
grandes dimensiones. Cevallos-Valdiviezo y Van Aelst [29]
proponen un algoritmo relativamente rapido para los
estimadores desarrollados en [24] que hace posible la
estimacion del subespacio, inclusive para casos de grandes
dimensiones, basado en el calculo directo de las direcciones
principales delsubespacio, elusode las condiciones de primer
orden correspondientes a los estimadores para actualizar las
soluciones de forma iterativa con operaciones entre vectores y
matrices de baja dimension (sin tener que manipular matrices
de gran dimension) y el empleo de cinco valores iniciales
deterministicos y robustos que permiten la convergencia rapid a
del algoritmo. El algoritmo rapido de Cevallos-Valdiviezo y
Van Aelst [29] es similar al algoritmo NIPALS. Tanto el
algoritmo de Cevallos-Valdiviezo y Van Aelst [29] como el
algoritmo NIPALS no requierenel célculo y la descomposicion
de una matriz de covarianza para estimar el subespacio de
menor dimensidn, lo cual es unaventaja sobre todoendatos con
grandes dimensiones. Sin embargo, el algoritmo de Cevallos-
Valdiviezo y Van Aelst [29] es robusto y no necesariamente
obtiene direcciones ortogonales, por lo quees posible que
requiera un paso de ortogonalizacion al finalizar el
procedimiento. Porsu parte, la versidnestandarde NIPALS no
es robusta ante valores atipicos ya que obtiene direcciones
ortogonales que corresponden con lasoluciéndel ACP clasico,
aunque puede ser adaptado para obtener una solucién robusta
(e.g. podriaseradapatado paraobtenerla solucion de los
estimadores en[24]).

B. ACP robustocontraceldasatipicas

En los Gltimos afios ha recibido atencion el problema de
datos atipicos por celdas. En el contexto de ACP, el método de
blsqueda de componentes principales llamado en inglés

“Principal Component Pursuit” (PCP) [30] es una de las
primeras contribuciones en este sentido. PCP robustifica ACP
contra celdas atipicas de forma natural en su formulacion al
descomponer la matriz de datos en un componente de rango
bajo y un componentedisperso que refleja los valores atipicos
en las celdas de la matriz de datos. Las referencia [31], por
ejemplo, contiene un trabajo relacionado. PCP, sin embargo,
puede fracasar en la deteccion de datos atipicos presentesen el
complemento ortogonal del subespacio, tal como se muestra en
[32] y [33]. She et al. [33] investigan este problema al proponer
el método ROCPCA.. El método ROCPCA modela los datos
proyectados sobre el complemento ortogonal del subespacio a
través de un término para la media, una matriz dispersa que
identifica los valores atipicos ortogonales y un término
asociado al ruido inherente del proceso. She et al. [33]
proponen dos formulaciones para ROCPCA. Una es robusta
contra datos atipicos por fila en el complemento ortogonal
(llamada r-Type o rowwise Type). La otra formulacion es
robusta contra datos atipicos por celdas en el complemento
ortogonal (llamada e-Type o elementwise Type). ROCPCA
introduce penalizaciones sobre la matrizdispersapara forzar la
dispersion porfilao porcelda, segin sea la necesidad. Debido
a que ROCPCA modela los datos atipicos en el complemento
ortogonal, la estimacion del subespacio por este método puede
serinfluenciadapor datos atipicos en el espacio original de las
observaciones. Por ello, Brahma et al. [34] combinaron las
ideas de los métodos PCPy ROCPCA para construir un método
que ellos llamaron PCP Robusto Reforzado (RRPCA por sus
siglas eninglés). RRPCA considera datos atipicos enel espacio
de las observaciones originales (como lo hace PCP) y datos
atipicos en el complemento ortogonal del subespacio (como lo
hace ROCPCA). RRPCA descompone la matriz de datosenun
componente debajo rango, unamatrizdispersa para representar
los datos atipicos en el espacio de las observaciones originales,
un término de ruido, un término para la media y otra matriz
dispersa para representar datos atipicos en el complemento
ortogonal del subespacio. RRPCA representa estos dos Ultimos
componentes de la descomposicion en el complemento
ortogonal del subespaciopor lo que luego sontransformados al
espacio de las observaciones originales. RRPCA puede ser
formulado para ser robusto contra valores atipicos por filao por
celda en el espacio de las observaciones, y contra valores
atipicos por fila o por celda en el espacio del complemento
ortogonal. Dependiendo de la formulacién que el usuario desee
aplicar, RRPCA emplea penalizaciones sobre la respectiva
matriz dispersa para forzar la dispersion, ya sea por fila o por
celda. Una desventaja de los métodos ROCPCA y RRPCA es
que, similar a los estimadores propuestos por Maronna [24],
caracterizan el subespacio en términos de las direcciones del
complemento  ortogonal, lo cual puede resultar
computacionalmente intensivo en aplicaciones con datos de
gran dimensioén. Note que PCP, ROCPCA y RRPCA son
métodos basados en la aproximacion de bajorangode la matriz
de datos.

Por otro lado, Boente y Salibian-Barrera [35] proponen
estimar directamente el subespacio de menor dimension
minimizando la suma de estimadores de escala robustos de las
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coordenadas de las desviaciones (0 residuos). Los autores
emplearon M-estimadores de escala y llamaron al
procedimiento S-estimadores de componentes principales.
Aunque Boentey Salibian-Barrera [35] estudian el problema de
ACP robusto en el contexto de datos funcionales, utilizan el
resultado de la estimacion de los S-estimadores en dimensiones
finitas (datos multivariantes) para extender el método a la
configuracion funcional. Ademas, los autores demuestran que
los S-estimadores de ACP son consistentes para vectores
aleatorios elipticos y Fisher consistentes para elementos
aleatorios que siguen una distribucién eliptica en espacios
Hilbert arbitrarios. El método de S-estimadores de ACP es
robusto contra celdas atipicas, especialmente si la
contaminacion se produce por coordenadas en la matriz de
datos.

Mas recientemente, Hubert et al. [22], desarrollaron un
método para ACP que estima directamente el subespacio de
menor dimension y que es robusto contra datos atipicos por
celdas y por filas simultdneamente. Al mismo tiempo, el
algoritmo puede lidiar con valores perdidos. Hubert et al. [22]
lo llamaron MacroPCA por sunombre eninglés “PCA allowing
for Missingness And Cellwise & Rowwise Outliers”.
MacroPCA empieza aplicando el método llamado
DetectDeviatingCells [36] para detectar datos atipicos por
celdas y parainiciar las imputaciones para las celdas atipicas y
para los valores perdidos. DetectDeviatingCells permite
también identificar posibles filas atipicas. En los pasos
siguientes, MacroPCA combina ideas del algoritmo de ACP
clasico iterativo (ICPCA porsussiglas en inglés) que lidia con
valores perdidos [37], [38] con ROBPCA [21] con el fin de
proteger la estimaciéndel subespacio contra datos atipicos por
fila y para mejorar las imputaciones de celdas atipicasy de
valores perdidos.

I11. CONCLUSION

En este trabajo seha realizado unarevisionde los métodos
mas relevantes para estimacién robusta de componentes
principales disponibles en la literatura cientifica. EI problema
de valores atipicos es un problema muy comin endatos degran
dimensién y con muchas observaciones como los que se
dispone hoy en diaen algunas aplicaciones. Los datos atipicos
pueden representar contaminacion o informacion valiosa que ha
sido obtenida de forma inesperada. El objetivo de los métodos
robustos en general es el de obtener un ajuste resistente a
valores atipicos que sea similar al ajuste que obtendriamos en
base a los datos regulares. Ya que se espera que valores atipicos
no tengan un buen ajuste en relacion a la solucion robusta, en
general los métodos robustos pueden ser también usados para
detectar valores atipicos. En unamatrizde datos pueden existir
filas atipicas y celdas atipicas. Investigadores en el campodela
estadistica robusta han investigado desde hace ya mucho
tiempo el problema de estimacion resistente a observaciones
(filas) atipicas. Recientemente ha habido un gran interésen la
comunidad estadistica por el desarrollo de métodos robustos
contra celdas atipicas.

Con datos de gran dimension, analistas a menudo utilizan
ACP paraobtener lamejor aproximacion de menordimension

a los datos. El método clasico para ACP colapsa ante la
presencia de valores atipicos en la matriz de datos. Dada la
posibilidad de que valores atipicos estén presentes por filas y
por celdas en los datos a analizar, especialmente en datos de
gran dimensién y con muchas observaciones, se sugiere el
ajuste de métodos para ACP que sean resistentes a valores
atipicos por filas y por celdas. Este ajuste puede ser luego
comparado con el ajuste obtenido con el método de ACP
clasico. Ante la presencia de valores atipicos potenciales se
espera que los ajustes clasicos y robustos difieran
considerablemente. El ajuste de ACP robusto puede luego ser
usado para detectar valores atipicos. La identificacion de
valores atipicos proporciona una alarma al investigador sobre
posibles problemas en los datos, los cuales pueden ser luego
investigados e interpretados.
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