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Abstract— La visualizacion espacial es una habilidad cognitiva
fundamental en el aprendizaje de la matemadtica. En particular, es
requerida para construir modelos mentales a partir de
representaciones estdticas dadas mediante dibujos y/o descripciones
orales en clases y/o través de los libros de textos. Esta habilidad se
asume desarrollada en los estudiantes. Sin embargo, la prdctica
docente ha mostrado que con frecuencia los estudiantes de cdlculo
multivariable tienen dificultades en la comprension de conceptos
asociados con la visualizacion espacial. El desarrollo de esta
habilidad es un proceso dinamico vinculado con la experiencia y la
interaccion con objetos reales y virtuales. La visualizacion espacial
podria enriquecerse con experiencias basadas en la Realidad
Aumentada (RA). En este estudio se construyo una app (Android)
con el uso de RA para integrar dinamicamente textos, que contienen
ejercicios resueltos y propuestos de cdlculo en varias variables, con
un entorno virtual diseiiado para hacer “tangibles” diferentes
conceptos matemadticos. La app y el texto fueron usados en el curso
regular de calculo multivariable que reciben los estudiantes de la
facultad de ingenieria. El uso de la RA revelo un nuevo nivel de
percepcion visual. La interaccion activa mediante RA con objetos 3D
promovio la comprension activa de conceptos espaciales lo que
ayudo en la resolucion de problemas y en la interiorizacion de
conceptos abstractos del calculo.
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I. INTRODUCCION.

La visualizacion espacial permite reconocer y comprender
objetos en el mundo fisico [1]. En ingenieria, las habilidades de
visualizaciéon espacial son fundamentales y tienen muchas
aplicaciones, por ejemplo, concebir y construir modelos
espaciales, interpretar diagramas e identificar conflictos
espaciales, describir e interpretar las propiedades geométricas
con precision, entre otras muchas aplicaciones.

Las habilidades visuales y espaciales comprenden cinco
componentes basicos: percepcion, visualizacion, rotaciones
mentales, relaciones espaciales y orientacion [2]. Segun Park et
al. [3], la percepcion espacial se refiere a la magnitud observada
y/o la proximidad de un objeto en relacion con un individuo. La
visualizacién espacial denota la capacidad de percibir y
negociar mentalmente objetos o modelos. La rotacion mental
sugiere que una estructura perceptiva rotada de un objeto o
modelo se habilita a través de la visualizacion cognitiva. Por su
parte, la relacion espacial es la proximidad de un objeto en
referencia a un objeto asociado o relativo; y la orientacion
espacial sugiere cierta disposicion de un objeto en el espacio
material o simulado en relacién con el individuo [4].

Estas habilidades, por lo general, se asumen desarrolladas en
todos los estudiantes, sin embargo, este no es siempre el caso.

En la asignatura Célculo Multivariable, frecuentemente los
estudiantes tienen dificultades en la comprension de conceptos
matematicos que se asocian con la visualizacion espacial.
Samsudin K. et. al. en [5] plantea que la visualizacion espacial
puede entrenarse a partir de actividades experimentales de
forma interactiva y dindmica. Pero, la metodologia tradicional
basada en el analisis e interpretacién de vistas gréaficas
ortogonales y estaticas dibujadas en una pizarra o papel no
favorece la experiencia mencionada. Esto, debido
fundamentalmente a la falta de interaccion con los objetos e
imagenes tridimensionales.

Chen Y, Chi H [6], destacan la necesidad de implementar
procesos de ensefianza/aprendizaje para desarrollar la
capacidad espacial, permitiendo que los estudiantes puedan
transferir objetos tridimensionales a sus proyecciones
bidimensionales con facilidad. Onyancha R. M. et. al. en [7],
plantean la posibilidad de desarrollar las habilidades espaciales
en la educacion ingenieril mediante entrenamientos, asistidos
por computador, que busquen observar, describir, construir e
incluso desarmar objetos desde varios angulos visuales y
posiciones relativas. También destacan el rol de la actividad
motora en la comprension del concepto de espacio.

Kaufmann H. y Schmalstieg D. (2003) en [2], afirman que las
capacidades visuales y espaciales pueden mejorarse mediante
el uso de tecnologias tales como la realidad virtual y aumentada.
Sin embargo, es una opinion general de que ain queda mucho
por hacer para lograr un desarrollo sistematico de la realidad
virtual y aumentada con fines educativos [8, 9].

La realidad aumentada (RA) ofrece varios beneficios al proceso
de ensefianza/aprendizaje, en las asignaturas de matematica,
fundamentalmente en el calculo multivariable que trata
frecuentemente con objetos multidimensionales. Siguiendo esta
linea, en este estudio se uso6 la RA para hacer que el contenido
matematico sea "tangible". En efecto, la RA logra superponer
objetos virtuales 3D en entornos del mundo real [4]. Con su uso,
los estudiantes pueden, experimentar al combinar ambos
entornos — real y virtual — lograndose una interaccién con el
objeto matematico de manera mas natural. Al mismo tiempo,
que se proporciona un marco de referencia para las acciones del
estudiante ligado a un entorno virtual especialmente
predisefiado para ensefiar.

En este estudio, el “entorno fisico real” es el texto fisico
(apuntes con ejercicios resueltos y propuestos), con
explicaciones de los conceptos y formulas que adquieren “vida”
a partir del uso de la RA. Este espacio virtual superpuesto sobre
el texto, permite la exploracién de figuras tridimensionales,
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enriqueciendo la experiencia y la interactividad, junto a la
entrega de informacidn/explicaciones adicionales a las halladas
en el en texto estatico.

I1. DESCRIPCION DEL ESTUDIO.

A Etapas del estudio.

Se revisaron las distintas unidades de aprendizaje del curso de
Célculo  Multivariable identificando los contenidos vy
competencias que pudieran ser vinculadas al uso de habilidades
espaciales y que podian ser desarrolladas con el uso de la RA.
Las unidades asi organizadas son las siguientes:

a) Superficies Cuadricas.

b) Derivadas parciales.

c) Integrales Mdltiples.

d) Integrales de Linea.

e) Teorema de Green.

f) Integral de Superficie.

g) Teorema de Stokes.

Apunte (2D)

Exploraciéon.con RA (3D)

Fig. 1 Ejemplo del uso de codigos QR en los apuntes para la exploracion con
RA de superficies cuédricas.

Una vez definidas estas unidades e identificados los conceptos
a visualizar en cada una de ellas, se construyeron figuras y
objetos geométricos empleando los softwares Matlab y Maple.
Las figuras construidas se transformaron a formato “dxf”. Este
ultimo formato es el “input” para su posterior transformacion a
RA, utilizando el SDK de Vuforia como plugin dentro del
software Unity 3D.

Para este desarrollo, se llevaron a cabo las siguientes tareas:

a) Importacion de los modelos tridimensionales obtenidos en
Matlab al programa 3D Studio Max, en el cual se cambiaron
materiales y modificaron los modelos para la visualizacion.

b) Aplicacion de las e técnicas de sombreado (shader) por
ambas caras para la correcta observacion de las superficies.

c) Elaboracion de las imagenes para ser utilizadas como
marcadores de referencia para la asociacién con superficies
geomeétricas.

d) Creacion e incorporacion de la base de datos de marcadores
(en el sitio de developer.vuforia.com) e incorporacion y
tratamiento en el entorno de Unity 3D.

e) Programacién de las funcionalidades para la
transformacion espacial de las figuras (traslacion, rotacion y
escalado). Esta implementacion permite la interaccion con la
figura tridimensional a partir del contacto de los dedos con la
pantalla del dispositivo movil.

f)  Creacion de los sistemas de coordenadas usando 3D Studio
Max.

g) Disefio y construccion de jerarquias en Unity3D para la
correcta manipulacion de las figuras.

h) La programacion de funcionalidades para la aparicion de
textos relacionados a la geometria, cuando se deja de “apuntar”
al marcador.

i) Desarrollo de funciones e inclusion de elementos de
interfaz gréfica, para la toma de fotografias relacionadas con la
experiencia aumentada.

Se comenzo6 adicionalmente, el desarrollo de una plataforma en
la WEB para la incorporacién de nuevos modelos
tridimensionales y de esta manera permitir la actualizacion en
el dispositivo mévil cuando el profesor lo necesite. De esta
forma se permite la actualizacién de los contenidos de manera
remota sin modificar la aplicacion implementada.

I11. RESULTADOS

Se cred una base de datos con 30 figuras geométricas. Se
construyeron codigos QR para incorporar a los apuntes y a
partir de los cuales se “acoplaron” las figuras (ver figura 1). Los
codigos QR  fueron generados desde el sitio
https://www.grcode-monkey.com utilizando distintos disefios e
informacion variada.
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Exploracion de la region
de integracién con RA

Fig. 2 Ejemplo del uso de la app en la resolucién de ejercicios de céalculo
multivariable.

Usando Unity 3D se construyé una aplicacion movil para
Android con los modelos tridimensionales incluidos y
representados a partir de la RA [10]. Paralelamente, se
escribieron los apuntes adjuntando los cddigos QR y las figuras
[11]. Los apuntes incluyen méas de 100 ejercicios resueltos y
propuestos en los temas anteriormente mencionados para la
practica de los estudiantes.

Para la difusion del recurso elaborado se cred un video con
instrucciones para el uso de la app [12]. Se realizaron talleres,
durante las clases de Calculo Multivariable con el uso de los
apuntes y el app para evaluar el efecto del recurso durante la
resolucion de ejercicios. Un ejemplo del tipo de ejercicio y el
uso del app se muestra en la figura 2.

Paralelamente a partir de una encuesta en linea se solicitd a un
grupo de docentes del area de matematica evaluar el uso de la
aplicacion [13]. Un ejemplo del tipo de preguntas en esta
encuesta se muestra en la figura 3.

Evalte las siguientes afirmaciones de la herramienta:

. Tolsi acusdo [ En desacusrdo 6 de sousid cuscdo I En compieln scusrdo

JJUIEJJn

Permite mejorar la E5 un buen complemento  Tiene una interfaz
comprension activade  conceptos abstractos para ol sprendizge del  ineractva atractivay
conceptos espaciales  de mejor manera

Fig. 3 Evaluacion de los docentes respecto del uso de la herramienta en la
resolucién de ejercicios de calculo multivariable.

Permite dominar Entrega una alternativa real  Es de facil uso para los.

que mejora el aprendizaje estudiantes

IV. CONCLUSIONES

De acuerdo a investigaciones anteriores, las habilidades
espaciales pueden ser sustancialmente desarrolladas,
favoreciendo la interaccion con objetos espaciales fisicos y
virtuales. El rendimiento en la asignatura de Caélculo
Multivariable es particularmente sensible al desarrollo de esta
habilidad, que historicamente se ha dado por lograda e
incorporada entre las herramientas cognitivas del estudiante,
pero que en la practica esta lejos de ser asi.

Basados en estos antecedentes, este estudio se orientd a
incorporar RA con el objetivo de enriquecer la experiencia de
interaccion activa con objetos matematicos tridimensionales del
calculo multivariable. Entre los resultados obtenidos en este
estudio tenemos:

1. Se identificaron conceptos y objetos matematicos del
calculo en varias variables que requieren del desarrollo de las
habilidades de visualizacion espacial para su correcta
compresion y que podian enriquecerse con el uso de RA.

2. Se construyé un texto/apuntes con explicaciones de los
conceptos y formulas que adquirieron “vida tridimensional” a
partir del uso de la RA.

3. Se cred una aplicacion prototipo para Android y se
implement6 un funcionamiento légico que permite visualizar
objetos matematicos al tener un marcador (codigo QR)
enfocado. Cuando el foco se retira del marcador, la app muestra
informacién con las propiedades y otros detalles de la figura.
4. Seincorpord de manera armonica el uso del app con RA en
la dinamica de resoluciéon de ejercicios de la asignatura
generando un entorno virtual controlado y disefiado para
ensefiar conceptos basicos, por ejemplo: localizacién y limites
de la region de integracion, intersecciones complejas entre
varias superficies, cambio de orientacion y diferentes
perspectivas con ejes coordenados acoplados, etc.

El recurso disefiado y creado en este estudio esta continuamente
perfeccionandose. Como trabajo futuro se plantea desarrollar la
aplicacion en iOS (ahora solo estad para Android), asi como
incorporar nuevos y mas sofisticados elementos. Por ejemplo,
parte de la “exploracion matematica” propuesta con esta
tecnologia consistira en cortar las denominadas superficies
cuédricas (representadas por ecuaciones de segundo grado en
varias variables) de diferentes maneras empleando planos
paralelos e indicando las curvas de nivel. Mostrando, ademas,
el “armado” y “desarmado” de las superficies a partir de estos
cortes sucesivos. En esta exploracion se incluiran también,
rotaciones y proyecciones ortogonales a planos coordenados,
entre otras herramientas de exploracion.

Por otro lado, ya estamos haciendo avances en incorporar
facilidades de usuario para que el profesor pueda cambiar los
modelos tridimensionales incorporados sin necesidad de alterar
el codigo de la aplicacion.

Actualmente se estan disefiando experiencias para evaluar el
impacto producido por el uso de los recursos creados en este
estudio en el desarrollo de las habilidades de visualizacion
espacial esenciales del calculo en los alumnos del curso.
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