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Abstract–Due to the limited amount of oil reserves, it is 
essential to ensure the efficient use of available energy, 
which is closely linked to the optimal design of electrical 
devices. Because these devices work with electrical 
energy, they cannot avoid having discrete heat generating 
sources and their design depends on the precise 
determination of the temperature field in the body. In this 
work, the integral method of Green's functions is used to 
determine the three-dimensional temperature distribution 
of a homogeneous medium due to a rectangular wave-
shaped heat generation source. The geometry of the heat 
generation has been selected in such a way that it has the 
typical shape of the commercially available flexible 
electric heaters. The solution obtained is exact and 
mathematically simple. To demonstrate the versatility of 
the results, this analytical solution has been compared 
with the purely numerical solution obtained using a 
computer package widely used in engineering (COMSOL 
Multiphysics). The analytical and numerical results 
coincide well in all the evaluated ranges. Using the 
equation obtained in this work, a procedure is proposed to 
determine the effective thermal conductivity of a material 
from the experimental data of temperature and position. 
The results of this research offer a simple way to calculate 
the thermal conductivity of a material and can be applied 
in the design of thermo-optical devices, flexible electric 
heaters or thermo-adjustable microfluidic devices.

Keywords: Green function, Heat transfer, Heat 
generation sources, Temperature distribution, Electric 
heaters
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Resumen—  Debido a la limitada cantidad de reservas de 
petróleo, es fundamental garantizar el uso eficiente de la energía 
disponible, lo cual está íntimamente ligado al diseño óptimo de los 
equipos eléctricos. Estos equipos (por funcionar con energía 
eléctrica) no pueden evitar tener fuentes discretas de generación de 
calor y su diseño depende de la determinación precisa del campo de 
temperaturas en todo el cuerpo. En este trabajo se utiliza el método 
integral de las funciones de Green para determinar la distribución 
de temperaturas tridimensional de un medio homogéneo debido a 
una fuente de generación de calor con forma de onda rectangular. 
La geometría de la generación de calor ha sido seleccionada de tal 
manera que tenga la forma típica de los calentadores eléctricos 
flexibles que se encuentran comercialmente disponibles. La solución 
obtenida es exacta y matemáticamente simple. Para demostrar la 
versatilidad de los resultados, esta solución analítica ha sido 
comparada con la solución puramente numérica obtenida usando un 
paquete computacional de amplio uso en ingeniería (COMSOL 
Multiphysics). Los resultados analíticos y numéricos coinciden en 
todos los rangos evaluados. Usando la ecuación obtenida en este 
trabajo, se propone un procedimiento sencillo para determinar la 
conductividad térmica efectiva de un material a partir de los datos 
experimentales de temperatura y posición. Los resultados de esta 
investigación pueden ser aplicados en el diseño de dispositivos 
termo-ópticos, calentadores eléctricos flexibles o dispositivos 
microfluídicos termo-regulables y ofrecen un metodo conveniente 
para obtener la conductividad térmica efectiva de un material. 

Palabras claves: Función de Green, transferencia de calor, 
fuentes de generación de calor, distribución de temperaturas, 
calentadores eléctricos  

I. INTRODUCCIÓN

Debido a la naturaleza de nuestras sociedades, necesitamos 
inmensas cantidades de energía para mantener los procesos 
productivos (industrias, agricultura, transporte, etc.) que nos 
permiten vivir como sociedades modernas. La industrialización 
de los países emergentes y el crecimiento de la población 

mundial, entre otros factores, están incrementando 
continuamente la demanda de energía [1]. Como la mayor parte 
de esta demanda es cubierta por el uso de combustibles fósiles 
y debido a que su cantidad es limitada, es fundamental buscar 
nuevas formas de producción de energía eléctrica [2-4]. Sin 
embargo, la implementación y uso de fuentes renovables de 
energía todavía presenta muchas dificultades y retos [5,6], por 
lo que es indispensable garantizar el uso eficiente de la energía 
actualmente disponible. Dado que el uso eficiente de los 
recursos energéticos está relacionado con el diseño óptimo de 
los equipos eléctricos, enormes esfuerzos se están realizando en 
el desarrollo, aplicación y extensión de técnicas analíticas y 
numéricas que permitan determinar la distribución de 
temperaturas en cuerpos que poseen fuentes discretas de 
generación de calor [7-9]. Que la generación de calor sea 
discreta (es decir, altamente concentrada en ciertas zonas del 
cuerpo), aumenta drásticamente la complejidad del problema y 
las técnicas matemáticas típicamente usadas, como el método 
separación de variables, no son suficientes para este tipo de 
fenómenos [10].  

Por otro lado, a pesar de que los métodos puramente 
numéricos han permitido avanzar en la solución de muchos 
problemas relevantes para la ingeniería [11,12], estos métodos 
sólo ofrecen soluciones aproximadas (que deben ser validadas) 
y generalmente requieren de computadoras con alta capacidad 
de procesamiento, lo cual por supuesto, implica una inversión 
económica considerable [13]. A diferencia de las soluciones 
puramente numéricas, las soluciones analíticas permiten 
profundizar nuestro entendimiento de los fenómenos de 
transferencia de calor y nos ofrecen ecuaciones explícitas 
simples que pueden ser usadas para determinar la conductividad 
térmica o la capacidad calorífica de un material, parámetros 
esenciales para el diseño óptimo de los equipos eléctricos 
[14,15]. Además, las soluciones analíticas son más 
convenientes que las soluciones puramente numéricas por ser 
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exactas, elegantes, versátiles y porque pueden servir de 
referencia para validar los resultados de los métodos puramente 
numéricos.  

A pesar de que en los últimos años se han hecho avances 
significativos en el modelamiento y solución de problemas que 
envuelven fuentes discretas de generación de calor [16-18], es 
fundamental extender el uso de las técnicas analíticas para 
modelar fuentes de generación de calor con formas más 
complejas, de relevancia para la ingeniería y que se encuentren 
comercialmente disponibles. En este trabajo utilizamos el 
método integral de las funciones de Green para determinar la 
solución analítica de la distribución de temperaturas 
tridimensional en un medio homogéneo con una fuente de 
generación de calor en forma de onda rectangular, geometría 
típica usada en los calentadores eléctricos flexibles que están 
comercialmente disponibles [19-21]. Utilizando la solución 
analítica obtenida, se presenta una ecuación simple que permite 
calcular la conductividad térmica efectiva de un cuerpo a partir 
de los datos experimentales de temperatura y posición. Dado 
que la situación física es similar a la encontrada en calentadores 
eléctricos [22,23], dispositivos termo-ópticos y dispositivos 
microfluídicos termo-regulados [24-26], los resultados de esta 
investigación pueden ser usados en el diseño de estos aparatos 
y ofrecen la posibilidad de establecer procedimientos 
experimentales que faciliten la determinación de la 
conductividad térmica efectiva de un material.  

II. MARCO TEÓRICO 

La distribución de temperaturas en estado estable, 𝑇(�⃑�), 
para un sólido de conductividad térmica constante, k, que está 
sometido a una razón de generación de calor por unidad de 
volumen, 𝑄(�⃑�) , puede ser hallada resolviendo la siguiente 
ecuación diferencial [27,28]  
 

𝛻!	𝑇(𝑥) = 	−
𝑄(𝑥)
𝑘  

(1) 

       
Por otro lado, el método integral de las funciones de Green 

es una técnica matemática avanzada que permite encontrar 
soluciones exactas a muchos problemas complejos de 
transferencia de calor, por ejemplo, cuando la generación de 
calor es discreta (ver Fig. 1). 
 

 
 
 

Fig. 1 Sólido homogéneo con una fuente discreta de generación de calor en su 
interior. La generación de calor está representada por las líneas rojas. 

Usando el método integral de las funciones de Green 
podemos resolver (1) y expresar el campo de temperaturas de 
la siguiente manera [16-18,29]  

 

𝑇(�⃑�) =,𝑄(�⃑�′)𝐺(�⃑�, �⃑�´)
#!

𝑑𝑣$

+ 𝑘45𝐺(�⃑�, �⃑�´)
𝜕𝑇(𝑥′)
𝜕𝑛$

%!

− 𝑇(�⃑�′)
𝜕𝐺(�⃑�, �⃑�´)
𝜕𝑛$ 8𝑑𝑠$ 

 

 
 
 
 
 
 
 
(2) 

donde 𝑑𝑣′ es un elemento de volumen,  𝑛:′ es el vector unitario 
normal a la superficie 𝑑𝑠′ y 𝐺(𝑥,;;;⃗ 	𝑥;;⃗ $) es la función de Green, 
que representa la temperatura en el punto de campo 𝑥 debido a 
una generación de calor unitaria en el punto fuente �⃗�$ (ver Fig. 
2).  
 

 
Fig. 2 Punto de campo y punto fuente en un sólido. 

La ecuación (2) modela la distribución de temperaturas en 
un cuerpo homogéneo tomando en cuenta la contribución de la 
generación de calor (integral triple) y el aporte de las 
condiciones en la frontera (integral doble). Notar que la 
integración se lleva a cabo sobre los puntos fuente.  

Para el caso donde la temperatura es especificada en la 
frontera (condición de Dirichlet), tenemos que 𝐺(𝑥,;;;⃗ 	𝑥;;⃗ $) = 0 en 
toda la frontera. Luego, el campo de temperaturas en estado 
estable queda expresada como sigue 

 

𝑇(�⃑�) ='𝑄(�⃑�′)𝐺(�⃑�, �⃑�´)
!"

𝑑𝑣" − 𝑘1𝑇(�⃑�′)
𝜕𝐺(�⃑�, �⃑�´)
𝜕𝑛′ 𝑑𝑠′

#"

 
 
(3) 

 
Como la ecuación de conducción de calor (aplicada a un 

cuerpo de conductividad térmica constante) es una ecuación 
diferencial lineal, podemos usar el método de superposición y 
expresar la temperatura de la siguiente manera 

 
𝑇(𝑥) = 𝑇&'( + 𝑇)(�⃑�) (4) 

donde 𝑇&'(  es la temperatura muy lejos de la generación de 
calor (es decir, es la temperatura que tendría el cuerpo en 
ausencia de generación de calor) y 𝑇)(�⃑�) es la distribución de 

′ 

′ ′ 
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temperaturas homogénea que se obtiene resolviendo la 
siguiente ecuación diferencial  

𝛻!	𝑇)(�⃑�) = 	−
𝑄(�⃑�)
𝑘  

(5) 

 
con 𝑇)(�⃑�) = 0  en la frontera (condición de frontera 
homogénea). Debido a esta condición de frontera, la integral 
doble en (3) se hace cero. Luego, 𝑇)(�⃑�) puede ser calculada 
con la siguiente ecuación 

 

𝑇)(�⃑�) =,𝑄(�⃑�′)𝐺(�⃑�, �⃑�´)
#$

𝑑𝑣$ 
 
(6) 

Finalmente, colocando (6) en (4), la expresión general del 
campo de temperaturas (en estado estable) para un sólido 
homogéneo con fuentes discretas de generación de calor y con 
la temperatura especificada en la frontera está dada por  

𝑇(�⃑�) = 𝑇&'( +,𝑄(𝑥′)𝐺(�⃑�, �⃑�´)
#$

𝑑𝑣$ 
 
(7) 

Claramente, para poder evaluar (7) debemos tener la 
expresión matemática de la función generación de calor, 𝑄(�⃑�′), 
y de la función de Green, 𝐺(�⃑�, �⃑�´), para el caso de interés.  

Para un punto de generación de calor en un sólido 
homogéneo infinito, la función de Green tridimensional en 
coordenadas cartesianas es la siguiente [16-18]              

 

𝐺(�⃗�, �⃗�′) =
1

4𝜋𝑘-.(𝑥 − 𝑥′)$ + (𝑦 − 𝑦′)$ + (𝑧 − 𝑧′)$3
 

 

(8) 

Notar que cuando las dimensiones geométricas de la 
generación de calor son despreciables (con respecto a las 
dimensiones geométricas del cuerpo) entonces es razonable 
considerar al cuerpo como un medio infinito. Los resultados 
analíticos obtenidos con esta hipótesis han sido validados 
experimentalmente [30-33], lo cual demuestra que esta 
hipótesis puede usarse (bajo las condiciones adecuadas) para 
modelar correctamente muchos casos relevantes para la 
ingeniería. Con el propósito de evidenciar la validez de esta 
hipótesis y resaltar la versatilidad de las técnicas analíticas, los 
resultados obtenidos en este trabajo (que están basados en la 
hipótesis de medio infinito) se han comparado con los 
resultados numéricos obtenidos tomando un cuerpo finito, 
cuyas dimensiones geométricas son mucho mayores que las 
dimensiones de la generación de calor (ver Sección IV). 

 

 

III. CÁLCULO DE LA DISTRIBUCIÓN DE TEMPERATURAS 
TRIDIMENSIONAL EN UN MEDIO INFINITO CON UNA FUENTE DE 
GENERACIÓN DE CALOR EN FORMA DE ONDA RECTANGULAR 

A. Definición del Problema  

El objetivo de este trabajo es determinar analíticamente la 
distribución de temperaturas, en estado estable, de un sólido 
homogéneo infinito causada por una generación de calor 
discreta con forma de onda rectangular (ver Fig. 3). Es 
importante resaltar que la generación de calor posee la 
geometría típica encontrada en los calentadores eléctricos que 
se usan en muchas aplicaciones de ingeniería. La generación de 
calor está representada por un cable eléctrico de espesor 
despreciable que tiene la forma de una onda rectangular con 
“m” número de pasos y está ubicada en el plano 𝑥𝑦	(𝑧 = 0). 
Notar que cada una de las formas rectangulares verticales 
corresponde a un paso (en la Fig. 3 se pueden observar cuatro 
pasos). 

 

 
Fig. 3 Medio homogéneo infinito con una generación de calor en forma de 

onda rectangular ubicada en el plano xy. 
 

 
Debido a que la generación de calor está concentrada en 

una porción limitada del cuerpo, la distribución de temperaturas 
en el sólido homogéneo es tridimensional y depende de la 
forma, el número de pasos y las dimensiones específicas de la 
generación de calor.   

B. Determinación de la Función Generación de Calor 

La geometría y las dimensiones que se requieren para 
modelar matemáticamente la generación de calor se muestran 
en la Fig. 3. Las dimensiones de la generación de calor son 
parámetros ajustables, lo que permite aplicar estos resultados a 
cualquier generación de calor en forma de onda rectangular. El 
número de pasos, m, también es un parámetro a escoger y en 
este problema puede tomar cualquier valor entero. Utilizando la 
geometría de la generación de calor y las propiedades de las 
funciones delta de Dirac, 𝛿(�⃗�), y paso de Heaviside, 𝐻(�⃗�), la 
función generación de calor queda expresada por la siguiente 
ecuación 

∞

∞

-∞

-∞

𝑦

a

b

…
d

𝑒
𝑧

𝑥
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𝑄(�⃗�) = 	Λ 8𝛿(𝑥)𝛿(𝑧){𝐻(𝑦) − 𝐻(𝑦 − 𝑎)} + 𝛿(𝑦 − 𝑎)𝛿(𝑧){𝐻(𝑥) − 𝐻(𝑥 − 𝑏)} + 𝛿(𝑥 − 𝑏)𝛿(𝑧){𝐻(𝑦 − 𝑑) − 𝐻(𝑦 − 𝑎)}

+BC𝛿(𝑦 − 𝑑)𝛿(𝑧){𝐻[𝑥 − (2𝑛 − 1)𝑏] − 𝐻[𝑥 − 2𝑛𝑏]} + 𝛿(𝑦 − 𝑎)𝛿(𝑧){𝐻[𝑥 − 2𝑛𝑏] − 𝐻[𝑥 − (2𝑛 + 1)𝑏]}
%

&'(
+ 𝛿(𝑧){𝐻(𝑦 − 𝑑) − 𝐻(𝑦 − 𝑎)}{𝛿(𝑥 − 2𝑛𝑏) + 𝛿(𝑥 − (2𝑛 + 1)𝑏}H + 𝛿(𝑧)δ[𝑥 − 𝑏(2𝑝 + 1)]{𝐻(𝑦) − 𝐻(𝑦 − 𝑑)}

+ 𝛿(𝑧)𝛿(𝑦)K𝐻(𝑥) − 𝐻L𝑥 − M
(2𝑝 + 1)𝑏 − 𝑒

2 OPQ

+ 𝛿(𝑧)𝛿(𝑦)K𝐻 L𝑥 − M
(2𝑝 + 1)𝑏 + 𝑒

2 OP − 𝐻(𝑥 − [(2𝑝 + 1)𝑏])QR 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(9) 

donde Λ	[W/m] es la razón de generación de calor por unidad 
de longitud del cable conductor y "𝑝" es el número de pasos 
menos uno (𝑝 = 𝑚 − 1).  
 
C. Determinación de la Distribución de Temperaturas 

 Como se mencionó en la Sección II, reemplazando la 
función de Green, dada por (8), y la función generación de 

calor, especificada en (9), podemos hallar la distribución de 
temperaturas homogénea, 𝑇)(�⃑�) , usando (6). Luego, la 
distribución de temperaturas homogénea para un sólido infinito 
de conductividad térmica constante y con una generación de 
calor en forma de onda rectangular, puede hallarse resolviendo 
la siguiente integral triple  

𝑇"(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
Λ
4𝜋𝑘

-.𝛿(𝑥)𝛿(𝑧){𝐻(𝑦) − 𝐻(𝑦 − 𝑎)} + 𝛿(𝑦 − 𝑎)𝛿(𝑧){𝐻(𝑥) − 𝐻(𝑥 − 𝑏)} + 𝛿(𝑥 − 𝑏)𝛿(𝑧){𝐻(𝑦 − 𝑑) − 𝐻(𝑦 − 𝑎)}
#

$#

+89𝛿(𝑦 − 𝑑)𝛿(𝑧){𝐻[𝑥 − (2𝑛 − 1)𝑏] − 𝐻[𝑥 − 2𝑛𝑏]} + 𝛿(𝑦 − 𝑎)𝛿(𝑧){𝐻[𝑥 − 2𝑛𝑏] − 𝐻[𝑥 − (2𝑛 + 1)𝑏]}
%

&'(
+ 𝛿(𝑧){𝐻(𝑦 − 𝑑) − 𝐻(𝑦 − 𝑎)}{𝛿(𝑥 − 2𝑛𝑏) + 𝛿(𝑥 − (2𝑛 + 1)𝑏}? + 𝛿(𝑧)δ[𝑥 − 𝑏(2𝑝 + 1)]{𝐻(𝑦) − 𝐻(𝑦 − 𝑑)}

+ 𝛿(𝑧)𝛿(𝑦) B𝐻(𝑥) − 𝐻 C𝑥 − D
(2𝑝 + 1)𝑏 − 𝑒

2
FGH

+ 𝛿(𝑧)𝛿(𝑦) B𝐻 C𝑥 − D
(2𝑝 + 1)𝑏 + 𝑒

2
FG − 𝐻(𝑥 − [(2𝑝 + 1)𝑏])HI B

1

J(𝑥 − 𝑥′)) + (𝑦 − 𝑦′)) + (𝑧 − 𝑧′))
H 𝑑𝑥′𝑑𝑦′𝑑𝑧′ 

 
 
 
  
 
 
 
 
 
(10) 

Antes de resolver la integral, vamos a definir algunas 
magnitudes adimensionales de tal manera que los resultados 
queden expresados en la forma más general posible.  Estas 
magnitudes adimensionales son  

 

�̅� = *
+,*+,

	  : Razón de generación de calor adimensional 

�̅� = -
&
  	 	 :	Distancia adimensional x 

𝑦O = .
&
    ∶	Distancia adimensional y 

𝑧̅ = /
&
		   : Distancia adimensional z 

𝑑�̅�$ = 0-!

&
	  : Diferencial de x' adimensional 

𝑎O = &
&
= 1		  : Distancia adimensional a 

�̅�$ = -!

&
		  : Distancia adimensional x' 

𝑦O$ = .!

&
		  : Distancia adimensional y' 

𝑑𝑦O$ = 0.!

&
		  : Diferencial de y' adimensional 

𝑏O = (
&
    ∶	Distancia adimensional b 

𝑇O)(�̅�) =
,-(-̅)
,*+,

	  : Temperatura adimensional 

 
Luego, utilizando estos parámetros adimensionales es 

posible expresar (4) de la siguiente manera  
 

𝑇O(�̅�, 𝑦O, 𝑧̅) = 1 + 𝑇O)(�̅�, 𝑦O, 𝑧̅) (11) 

Finalmente, haciendo uso de las propiedades de la función 
delta de Dirac para integrar la expresión dada por (10) y 
reemplazando en (11), la solución analítica para la distribución 
de temperaturas adimensional en un sólido homogéneo infinito 
causada por una generación de calor en forma de onda 
rectangular está dada por
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(12) 

La ecuación (12) es exacta y matemáticamente simple, ya 
que no tiene problemas de convergencia por no tener series 
infinitas. Esta ecuación permite hacer una evaluación fácil y 
detallada de todos los parámetros envueltos en la distribución 
de temperaturas para el problema de interés.  Notar que los 
primeros siete términos de (12) corresponden al efecto del 
primer paso de la generación de calor sobre la temperatura.  

 
 

IV. RESULTADOS Y DISCUSIÓN  
 

La Fig. 4 muestra el comportamiento de la temperatura 
adimensional, 𝑇O(�̅�, 𝑦O, 𝑧̅),  como una función de la distancia 
adimensional, �̅�, para los diferentes parámetros envueltos en 
el proceso de transferencia de calor del caso bajo estudio.  Los 
resultados muestran que lejos de las zonas de generación de 
calor las curvas son suaves, pero en las proximidades de las 
fuentes de generación de calor las curvas presentan cambios 
bruscos, lo cual indica que los gradientes de temperatura son 
intensos en estas regiones (Fig. 4a). En la Fig. 4d se puede 
observar que para posiciones muy alejadas (por ejemplo 𝑦O =
10), la temperatura no se ve afectada por la generación de 
calor. Este hecho es físicamente consistente con (8) ya que la 
temperatura (T) es inversamente proporcional a la distancia 
entre el punto de interés y la zona de la generación de calor 

(r), es decir, se cumple que  𝑇 ∝ !
"
. En general, los resultados 

indican que la temperatura se incrementa a medida que nos 
acercamos a la generación de calor, lo cual es razonable y 
consistente con la física del fenómeno. 

Desde la perspectiva del diseño de dispositivos eléctricos, 
es necesario tener un control adecuado de la intensidad y la 
distribución de temperaturas en todo el cuerpo. Por esta razón, 
es indispensable predecir la distribución de temperaturas para 
diferentes valores de los parámetros envueltos, de tal manera 
que se pueda obtener la condición más favorable dependiendo 
de la aplicación que nos interesa. Los resultados demuestran 
que el valor de la temperatura puede ser controlado (por 
ejemplo, para hacer que aumente), modificando el número de 
pasos (Fig. 4a), las dimensiones del paso (Fig. 4b) y el valor 
de la intensidad de la generación de calor (Fig. 4c). Esto se 
debe a que aumentando cualquiera de estos parámetros, el 
valor total de la generación de calor aumenta y en 
consecuencia aumenta el valor de las temperaturas que se 
pueden alcanzar en el estado estable. Las Figs. 4a y 4b indican 
que se puede controlar la posición de la temperatura máxima 
modificando el número de pasos y la geometría del paso en la 
generación de calor. Esto es importante para decidir, por 
ejemplo, el número de pasos que se necesitan para asegurar 
que se alcanzará la temperatura deseada en el dispositivo a ser 
diseñado. 
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Fig. 4 Distribución de temperaturas adimensionales para un sólido infinito con una generación de calor con “m” número de pasos.   (a) Para diferentes 
números de pasos, m ( 𝑦" = 0.5, 𝑧̅ = 0.01, Λ, = 0.037, 𝑏" = !

"
, �̅� = 0.1, �̅� = 0.5). (b) Para diferentes longitudes del paso, 𝑏"  (𝑦" = 0.5, 𝑧̅ = 0.1, Λ, =

0.037, 𝑚 = 8, �̅� = 0.1, �̅� = 0.5).  (c) Para diferentes intensidades de generación de calor, Λ, ( 𝑦" = 0.5,				𝑧̅ = 0.01,			b" = !
"
,			𝑚 = 8,					𝑑̅ = 0.1, �̅� =

0.5).   (d) Para diferentes distancias adimensionales, 𝑦" (𝑚 = 8,				𝑧̅ = 1,						Λ, = 0.037,			𝑏" = !
"
,					𝑑̅ = 0.1,				𝑒̅ = 0.5). 

 

La solución analítica obtenida en este trabajo fue 
comparada con su respectiva solución numérica. Para obtener 
las soluciones puramente numéricas utilizamos el paquete 
computacional robusto de COMSOL Multiphysics, versión 5.3. 
Debido a que los gradientes de temperatura son intensos cerca 
de la generación de calor, para conseguir resultados razonables 
con el método puramente numérico se usó una malla 
computacional extremadamente fina, de tal manera que sea 
posible capturar el comportamiento de la temperatura cerca de 
la generación de calor. Como al incrementar el número de 
nodos de la malla se aumenta el tiempo necesario para obtener 
los resultados, es importante tener en cuenta el costo 
computacional que requiere hacer una evaluación detallada de 
cada parámetro envuelto en este proceso. A pesar de que los 

resultados analíticos y numéricos coinciden en todo el rango de 
valores estudiados (ver Fig. 5), el tiempo requerido por el 
método puramente numérico fue considerablemente mayor que 
el de la solución analítica obtenida es este trabajo. Por ejemplo, 
al cambiar el número de pasos o las dimensiones de la 
generación de calor se debe volver a correr el programa para 
cada nuevo valor escogido, lo cual demuestra las limitaciones 
y la poca versatilidad de los métodos puramente numéricos para 
hacer este tipo de análisis.  Para realizar una evaluación 
detallada de todos los parámetros que tienen influencia en la 
temperatura, se hace notar que la solución analítica resultó ser 
más simple, económica y rápida que el método de solución 
puramente numérico. 
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c) d) 
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Fig. 5 Distribución de temperaturas adimensionales para un sólido infinito con una generación de calor en forma de onda rectangular. Comparación entre los 
resultados analíticos (líneas) y los resultados puramente numéricos (triángulos) 6𝒎 = 𝟖			𝚲, = 𝟎. 𝟎𝟑𝟕			𝒃, = 𝟏

𝟓
					𝒅, = 𝟎. 𝟏				𝒆" = 𝟎. 𝟓, 𝒛" = 𝟎. 𝟐D. La figura 

insertada muestra la geometría de la generación de calor. 

Como la solución analítica obtenida, (12), relaciona 
explícitamente a la temperatura con la posición, en lo que queda 
de los resultados, se evaluarán algunos casos particulares. El 
objetivo es obtener una ecuación simple que nos permita 
calcular la conductividad térmica efectiva de un sólido a partir 
de datos experimentales fáciles de medir como temperatura y 
posición. 

La aplicación de (12) a casos más simples es directa, por 
ejemplo, para obtener el perfil de temperaturas tridimensional 

para una generación de calor de un paso (ver figura insertada en 
la Fig. 6), debemos considerar solamente los siete primeros 
términos de (12) con �̅� = 0, que corresponden a la contribución 
del primer paso. Luego, la solución analítica de la distribución 
de temperaturas adimensionales para una generación de calor 
de un paso está dada por la siguiente expresión 

𝑇O(�̅�, 𝑦O, 𝑧̅) = 1 +
ΛS
4𝜋 VW𝑎𝑟𝑠𝑒𝑛ℎ [
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√�̅�! + 𝑧̅!
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√�̅�! + 𝑧̅!
]^

+ _𝑎𝑟𝑠𝑒𝑛ℎ 5
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`(𝑦O − 1)! + �̅�!
8 + 𝑎𝑟𝑠𝑒𝑛ℎ 5
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8a

+ _𝑎𝑟𝑠𝑒𝑛ℎ 5
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`(�̅� − 𝑏O)! + 𝑧̅!
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1 − 𝑦O
`(�̅� − 𝑏O)! + 𝑧̅!

8ab 

   
 
 
 
 
 
(13) 

 
 
 
 Esta ecuación modela matemáticamente el caso más simple 
que puede encontrarse para una generación de calor en forma 
de onda rectangular. Notar que los primeros tres términos 
corresponden a la contribución de la línea vertical que pasa por 
el origen de coordenadas de la generación de calor (ver la figura 
insertada en la Fig. 6).  

La Fig. 6 muestra la comparación entre el resultado 
analítico obtenido en este trabajo y el resultado numérico para 
la distribución de temperaturas adimensionales de un cuerpo 
infinito debido a la generación de calor de un paso. Como puede 
observarse los resultados coinciden para todos los valores 
evaluados. 
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Fig. 6 Distribución de temperaturas adimensionales para un sólido infinito con una generación de calor de un paso. Comparación entre los resultados analíticos 
(líneas) y los resultados puramente numéricos (triángulos) E𝑏" = 0.2,					𝑧̅ = 1,				𝛬̅ = 0.037H. La figura insertada muestra la geometría de la generación de calor. 

Para obtener una ecuación aún más compacta, vamos a 
simplificar (13) para el caso en que la generación de calor es un 
cable eléctrico vertical de longitud finita y que pasa por el 
origen de coordenadas (ver Fig. 7).  

 
 

Fig. 7 Medio homogéneo infinito con un cable vertical de generación de calor 

Tomando los tres primeros términos de (13), obtenemos la 
ecuación de la distribución de temperaturas adimensionales 
para un sólido infinito con una generación de calor en forma de 
línea vertical de longitud “a”. La expresión matemática en este 
caso tiene la siguiente forma     

 

𝑇O(�̅�, 𝑦O, 𝑧̅) = 1 +
ΛS
4𝜋 W𝑎𝑟𝑠𝑒𝑛ℎ [

1 − 𝑦O
√�̅�! + 𝑧̅!

]

+ 𝑎𝑟𝑠𝑒𝑛ℎ [
𝑦O

√�̅�! + 𝑧̅!
]^ 

   
 
 
(14) 

  

 Finalmente, si usamos (14) para 𝑦O = 0  y �̅� = 0  (fijos), 
obtenemos la siguiente ecuación  

 

𝑇O(�̅�) = 1 +
ΛS
4𝜋 W𝑎𝑟𝑠𝑒𝑛ℎ [

1
|�̅�|]^ 

 
(15) 

 La ecuación (15) es la solución analítica de la temperatura 
adimensional para las posiciones que se encuentran a lo largo 
del eje x (ver puntos indicados como x1, x2, x3 en la Fig. 7). 
Claramente, la ecuación (15) puede usarse para calcular la 
conductividad térmica efectiva de un cuerpo a partir de los 
datos experimentales de temperatura y posición.   
 A continuación se describe la secuencia para calcular la 
conductividad térmica efectiva de un material usando (15): 

Primer paso: Hacer una gráfica de 𝑇O(�̅�)  vs 𝑎𝑟𝑠𝑒𝑛ℎ d 4|-̅|e 
usando los datos experimentales de temperatura adimensional,          
𝑇O(�̅�) = ,(-)

,*+,
, y posición adimensional, |�̅�| = |-|

&
. 

Segundo paso: Realizar una regresión lineal de los datos 
experimentales (puede usarse Excel) y obtener la pendiente de 
la recta generada (ver Fig. 8). Notar que la intersección con el 
eje de las ordenadas ocurre en 𝑇O = 1. 

Tercer paso: Calcular la conductividad térmica efectiva del 
material mediante la siguiente ecuación 

𝑘 =
𝛬

4𝜋	(𝑝𝑒𝑛𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒)	𝑇&'(
 

 
(16) 

los valores de 𝛬  y 	𝑇&'(  están dados por las condiciones 
experimentales.  

∞
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Fig. 8 Gráfica para obtener la conductividad térmica efectiva de un material.

  

 La ecuación (15) de este trabajo es similar (en simplicidad 
y elegancia) a las ecuaciones que actualmente son utilizadas 
para determinar experimentalmente la conductividad térmica 
efectiva de un cuerpo. Estas ecuaciones son la base científica 
de métodos ampliamente usados en ingeniería, tales como el 
método de la placa caliente aislada (que usa la ley de Fourier) 
[34,35], y el método del alambre caliente (que usa la 
transferencia de calor en estado transitorio) [36,37]. 
 

V. CONCLUSIONES   

En este trabajo se ha utilizado el método integral de las 
funciones de Green para calcular analíticamente la distribución 
de temperaturas en un medio homogéneo debido a una 
generación de calor en forma de onda rectangular (geometría 
que es ampliamente utilizada en los calentadores eléctricos 
flexibles que se encuentran comercialmente disponibles y que 
son de gran interés para la industria e ingeniería). La solución 
obtenida es exacta y fue utilizada para realizar una evaluación 
detallada de todos los parámetros envueltos en el proceso.  

Al comparar los resultados analíticos obtenidos en este 
trabajo con las soluciones puramente numéricas 
correspondientes, encontramos que los resultados coinciden en 
todo el rango de valores usados en las simulaciones. Sin 
embargo, las ventajas intrínsecas de los métodos analíticos 
hacen de la técnica integral de las funciones de Green una 
herramienta matemática potente en la solución de este tipo de 
problemas complejos. Para todos los casos evaluados en este 
trabajo, los resultados analíticos permitieron realizar una 
evaluación paramétrica más directa y rápida que el método 
puramente numérico.  

Aplicando la solución analítica obtenida a un caso 
particular, ha sido posible llegar a una ecuación simple y 
elegante que puede utilizarse para determinar la conductividad 
térmica efectiva de un material a partir de datos experimentales 
fáciles de medir como temperatura y posición. 

Los resultados de este trabajo demuestran que es posible 
resolver problemas complejos (relevantes para la ingeniería y 
de interés industrial) utilizando métodos analíticos y abren la 
posibilidad de aplicar estos métodos a problemas cada vez más 
sofisticados y que por el momento no tienen solución. 
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