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Abstract—  Aerial artifacts with four or more rotors have been
subject to an accelerated evolution in the last years. Research
groups in the area of engineering of systems, engineering control
students, and amateurs general are working to achieve the
implementation of more robust models and controllers, so that they
can be work with more detailed, accurate simulations, and
therefore more realistic in the behavior of the four-wheelers. Many
authors thinking of a future in a practical and limited
implementation power of calculation for the imposed lightness in
weight, opt for the modeling of the dynamics of the vehicle which
makes it possible to control the quadrotor using classical control
techniques of linear systems such as the PID, for means of the
linearization of the behavior dynamics of the device around a point
of operation that is usually Choose according to where the artifact
should go. However, the flight wide range or with more complex
maneuvers demands a better performance of the control system, a
need that can only be achieved by the use of non-linear control
techniques, since they consider a more general form of vehicle
dynamics in all flight zones, but these in turn imply a model more
complete of the aerial artifact.
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Resumen- Los artefactos aéreos con cuatro, 0 mas, rotores seis grados de libertad, tres para la posicion (x, y, z), tres para la
horizontales han sido objeto de una acelerada evolucién en los grientacion (viraje, elevacion, rotacion), y solo cuatro
ultimos afos. Grupos de investigacion en el area de ingenieria de actyadores, con lo cual se transforma en un sistema no
sistemas, estudiantes de ingenieria de control, y aficionados en holonémico. Es decir, es un sistema subactuado [5] o que posee
general se encuentran trabajando para lograr la implementacion de un nimero menor de’salidas de control en relacién a los grados

modelos y controladores mas robustos, de manera tal que se puedad libertad tant d d traslati .
trabajar con simulaciones mas detalladas, precisas, y por tanto mas e libertady portanto no puede moverse de manera trasiativa sin

realistas en el comportamiento de los cuatrirotores. Muchos autores @ntes rotar sobre uno de sus ejes.

pensando a futuro en una implementacién practica y limitada en

potencia de célculo por la impuesta ligereza en peso, optan por La anterior condicion operativa, hace al cuadricoptero
mantener relativamente simple el modelado de la dinamica del un sistema inestable por naturaleza (lazo abierto) y de muy dificil
vehiculo lo cual hace posible controlar al cuadrirotor utilizando  control debido al acoplamiento no lineal entre los actuadores y
técnicas de control clés[co de los sis;emas lineales como el PID, Por|gs grados de libertad [6]. Es por estas condiciones que es un
medio de la linealizacion de la dindmica de comportamiento del proyecto de mucho interés en el area de ingenieria de control, ya

dispositivo alrededor de un punto de operacién que usualmente se ue la requlacién de la posicion. la requlacion de la orientacion
escoge segun donde el artefacto deba rondar. Sin embargo, el vuelo_q 9 P ’ 9 !

de rango amplio o con maniobras méas complejas exige un mejor Jur_lto con la regulacion de_las velocidades lineales y angulares
desempefio del sistema de control, necesidad que solo puede sei€Xige una robusta arquitectura de control, ya que es
lograda por la utilizacion de las técnicas de control no lineal, ya que indispensable coordinar el funcionamiento de los cuatro rotores
estas consideran una forma mas general de la dindmica del vehiculo a un mismo tiempo para poder cumplir con las exigencias de la
en todas las zonas de vuelo, pero estas implican a su vez un modelomaniobra de vuelo.

mas completo del artefacto aéreo.

A este respecto debe indicarse que el modelado
matematico del cuadrirotor consiste en la descripcion de su
dinamica de cuerpo rigido, la cinematica con respecto a los
marcos de referencia, fijos y del vehiculo, y de las fuerzas
aplicadas al cuadrirotor durante las maniobras. En funcién de lo
gnterior se hace necesario indicar que existen varios métodos

El cuadricptero es un artefacto volador que pued ara determinar el modelo del artefacto. En primer lugar, estos
modificar su posicién y su orientacion por medio de cuatr® . o o-=Nnp gar, s
eden variar en la descripcién de la dinamica de cuerpo rigido,

rotores o hélices que son controladas en su rotacion de manBs Le esta puede ser determinada por medio de las ecuaciones
independiente y que en suma de sus acciones proveenﬁf;a%uler [7] IOo or medio de la a roxpimacién de Euler-Newton
actuacion en esta clase de vehiculos aéreos. 0P p

[8], o por medio de la aproximacion de los Lagrangianos [9]. En

%egundo lugar, estos pueden variar en la representacion final de
aecinemética y la direccién del eje ‘z’ del marco de referencia
el artefacto.

Palabras Clave-- Cuadricoptero, Modelado Matematico,
Espacio de Estado, Linealizacion, Simulacion.

|. INTRODUCCION

En cuanto al campo universitario, se busca expandir
capacidad de maniobrabilidad en la teleoperacién, autonomia
inteligencia [1] con el fin de poder utilizarlo en operaciones d
vigilancia o reconocimiento, inspeccion de instalaciones y
estructuras, mapeo de terrenos [2], busqueda y rescate [3],
combate de incendios, o0 como un elemento dentro de un grupo
gue debe dar cumplimiento a una tarea de propésito general [f'ﬂ]tores

Il. ANTECEDENTES

De las diversas revisiones se aprecia que muchos
optan por mantener relativamente simple el modelado de
ulg dinamica del vehiculo lo cual hace posible controlar al
Hadrirotor utilizando técnicas de control clasico de los sistemas
%ales como el PID como se indica en los trabajos de Hoffmann
al [10], Goela et al [11], Erginer et al [12], Jategaonkar [13],
wling et al [14], Bouabdallah et al [15], y Pounds et al [16],

Sin embargo, existen varios problemas operativos q
tienen que ser resueltos o mejorados para poder utilizarlos
aplicaciones reales. Uno de estos problemas es el hecho de
como artefacto aéreo y en términos de la Ingenieria Aeronauti
es un sistema altamente no-lineal y multivariable, ya que pos e
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por medio de la linealizacion de la dinamica de comportamienteaturacion de los actuadores y las restricciones en las salidas del

del dispositivo alrededor de un punto de operacién quespacio de estado se implementaron para analizar el escenario del

usualmente se escoge segun donde el artefacto deba rondar.[&iar caso en el disefio de las leyes de control.

embargo, el vuelo de rango amplio o con maniobras mas

complejas exige un mejor desempefio del sistema de control, En el trabajo presentado por Courses et al [22], se

necesidad que solo puede ser lograda por la utilizacion de ldssarrolla el modelo matemético, totalmente dinamico, de un

técnicas de control no lineal. cuatrirotor comercialmente disponible al publico en general y

presentan su desempefio a poca altura bajo un esquema de

Por otra parte, la necesidad de un modelo no linealontrol por modo deslizante, la cual es una técnica conocida por

preciso de la dindmica del cuadrirotor puede ser satisfecha psur robustes en mantener el punto de operacién a pesar de las

medio de la utilizacion de métodos adaptativos que puedaerturbacionesy variaciones durante la operacion. La planta fue

reaccionar ante la perturbacion y corregir los errores en lasodelada de manera no lineal y con variables de estado

estimaciones de los parametros del modelo por medio del ajusteertemente acopladas.

de los parametros ante situaciones adversas. En ese sentido,

métodos como el Control Adaptativo por Referencia del Modelo [ll. PRINCIPIOS DE OPERACION DEL CUADRIROTOR
propuesto por Whitehead et al [17] podrian ser utilizados para
tal fin. En un cuatrirotor, cada rotor y su propela asociada es

responsable de cierta cantidad de empuje en el eje vertical (u
Trabajos recientes en la busqueda de la autonomfagura 1) y par torsor sobre su centro de rotacion en el plano
operativa de un dispositivo cuadrirotor utilizaron métodosorizontal de ubicacion (plang,w,, Figura 1), asi como de
adaptativos indirectos basados en los minimos cuadrados paraiefta fuerza de arrastre opuesta a la direccidn de vuelo por los
problema de la masa del vehiculo. Sin embargo, todos lafectos de la velocidad de desplazamiento sobre el perfil
métodos indirectos basados en las diferencias entre las salid@sodinamico.
esperadas y las actuales de la planta corrigen los errores en los
parametros, pero no lo hacen de manera explicita en los En cuanto a las cuatro propelas, asociadas a cada rotor,
parametros del modelo, como silo hacen los métodos adaptativaxtas no son todas iguales. De hecho, estas se dividen en dos
directos sugeridos por Craig et al [18] para los manipuladorgsares, dos que empujan por girar a derechas y dos que halan por
mecanicos robdéticos. rotar a izquierdas, es decir, un par rota y el otro par contrarrota.
Como consecuencia, el torque resultante en el plano horizontal
En el trabajo presentado por Becker et al [19], se&le ubicacion puede ser nulo si todas las propelas giran con
desarrolla una herramienta computacional disefiadi@éntica velocidad angular, lo cual le permite a este tipo de
especificamente para simular la dindmica del OS4 la cual sehiculo aéreo permanecer en la misma posicién y sobre su
implementa en MATLAB por medio del Simulink. El programa centro de gravedad. Véase la Figura 1.
permite la prueba de respuesta de diversos sensores y filtros para
las sefiales generadas, asi como varias técnicas de control. Este Con el objeto de determinar la orientacion o postura del
ambiente de simulacién fue especificamente utilizado, en eséeroplano en torno a su centro de masa, se definen tres
caso, para probar la capacidad de evasién de obstaculpsrametros dinamicos identificados como los angulos: Viraje o
utilizando sensores por ultrasonido. Giro (Yaw), Cabeceo o Elevacion (Pitch), y Rotacion o
Inclinacion (Roll), los cuales se muestran en la Figura 1.
Con el objetivo de disefiar un helicoptero cuatrirotor Y.
practico, Pounds et al [20] crean el “X-4 Flyer Mark 11" el cual uy
es una plataforma cuatrirotor estructuralmente robusta con
armazon y avidnica construida a la medida y capacidad de carga
de hasta 4 kg. Tiene la particularidad de que el disefio y
construccion de las propelas es aero-elastico y se dan a conocer
los resultados de desempefio de esta caracteristica. Como tal, el

Uy
Inclinacién _

Elevacion 4

cuatrirotor incluye en los rotores balanceo por resortes lo cual 3 2

permite el ajuste de las caracteristicas de batido de la pala. Efecto Figura 1 Angulos de rotacién del

gue también se incluye en el modelado dindmico del artefacto Cuadrotor.

desarrollado en MATLAB y de cuyas simulaciones se despende

gue la configuracion y funcionamiento inverso de las propelas es En cuanto al cuadrirotor, seglin se aprecia en la Figura
beneficioso para el vuelo del cuadrirotor. 2, los cambios en el valor del angulo de elevacién se logran por

la variacion en la velocidad de rotacion entre las propelas 1y 3,
Por otra parte, Mokhtari et al [21] presentan unamanteniendo constante la velocidad de las propelas 2 y 4, lo cual
linealizacion mixta por realimentacion robusta con controladoresulta en la traslacion hacia atras, Figura 2a, o hacia adelante,
lineal GH-~ aplicado a las no linealidades del cuadrirotor. LaFigura 2b.
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tanto en la definicion de los ejes como en el producto vectorial,
y donde la direccion positiva del efges en la direccion desde

la tierra, contraria al efecto de la aceleracién de la gravedad
(vector unitariou,, Figura 1). Usando este mismo sistema se
define la posicion del cuadricoptefy su posturg.

El eje Z; es perpendicular a los ejeg y Yy Y su
direccion positiva es en la direccién de las fuerzas de empuje de
(ﬂj los propulsores. En este sistema de coordenadas se determinan
G = las velocidades lineale#®, las velocidades angulares, las

) ) _ ) B i
Figura 2 Algunas acciones para movimiento simple del fuerzas® y los pares de torsiafi.
Cuadrirotor.

En esa misma idea, la posicion del cuadricoptero esta
Como se puede inferir al observar la Figura 2 en sdefinida segun el vectaf, como se indica en (1) entre los

conjunto, los helicépteros cuatrirotor no requieren rotor de colarigenes dé&* y F5. Véase la Figura 3, donde:
ni requieren control en el angulo de ataque de las palas de los
rotores para el desarrollo de maniobras aéreas, ya que esta fZ[XE., Ye ZE‘] @)
funcionalidad de controlar de manera independiente la velocidad Y
de rotacién de cada una de las hélices, aparte de incrementar o x
decrementar el empuje vertical, permite cambiar el par de torsion -
aplicado sobre el cuerpo principal, con lo cual se elimina la
necesidad de un par de torsion adicional para controlar los
virajes.

7" Sistema Movil
F” de Coordenadas

Sistema Inercial }A,::”

de Coordenadas S~
A. Sistema de Coordenadas. Figura 3 Sistemas de coordenadas de referencia.

mientras que la postura del cuadricéptgresta definida segun
Cuando un cuadricoptero esta navegando por un espadaorientacion efr® con respecto del sister?& como se indica
tridimensional lo hace en dos sistemas de coordenadas diferents(2). Para obtener la orientacién del cuadricoptero en términos
Uno de estos sistemas es el de coordenadas del vehiculo, dersus angulos, el sistema de coordenadas del artefacto tiene que
supra indice “B”, que esta afectado por el empuje desarrolladser enlazado con el sistema de coordenadas de navegacion y la
por los rotores. El otro, es el marco de navegacion con subindicgnera de lograr esto es con laimplementacion de los angulos de
“E”, donde fuerzas como la gravitacional tienen representacidBuler. Es decir, la orientacion esta definida segun tres rotaciones
en su influencia. consecutivas en torno al sistema de ejes coordeRada®mnde
se definen los valores de inclinacias),(elevacion {), viraje
En ese sentido, para poder desarrollar el modely). Véase la Figura 4, donde:

matematico del cuadricoptero se hace imprescindible definir _
primero los sistemas de coordenadas con los cuales se pueda n= [¢’ g, [//] @
describir los movimientos del vehiculo aéreo. Estos dos sistemas
segun Beard [23] son: T
8 Sistema de coordenadas inercial o de navegacion i Qr | # B gt
(fijado en la tierraFF). p(v\ "
> Sistema de coordenadas movil o del cuerpo (fijado en \ L
f B
el vehiculoF®). /fé;’// Wy N T —
(Lateral
Donde algunas propiedades fisicas del cuadricoptero .p-‘of Fie Perpendicular

(Vertical)

como: inclinacién, elevacion, viraje, velocidad angular pueden
ser son medidas &, mientras que otras propiedades como la
aceleracion lineal puede ser cuantificadd&®n

Figura 4 Ejes de rotacion de cualquier
aeronave.

En cuanto a las ecuaciones de movimiento del vehiculo,
FE es el sistema inercial de coordenadas de navegaci@s mas adecuado formularlas en el sistema definids5por
y es el punto de referencia para el artefacto. Este sistema digersas razones, entre ellas: la matriz de inercia del sistema es
coordenadas de referencia puede ser colocado donde $eeariante en el tiempo, las ecuaciones de sistema se simplifican
conveniente, pero una vez establecido debe quedar fijo en cuaat@ausa de la simetria en la armazon del cuadricoptero, las
el cuadrirotor comienza a moverse. mediciones de la sensérica son facilmente convertibles al sistema
de coordenadas de referengfa con lo cual se simplifican las
Como tal,FE se rige por la regla de la mano derechavariables en las ecuaciones de control.
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B. Angulos de Euler. realizar la identificacion de parametros en lazo cerrado durante
el vuelo del vehiculo. El formalismo de las ecuaciones de Euler-
Los angulos de Euler son tres angulos introducidos pdragrange y las ecuaciones de un motor de corriente continua
Leonard Euler para describir la orientacion de un cuerpo rigidcomercial se utiliza para modelar con la mayor precision
en el espacio con respecto a un punto de referencia en ese migtausible una posible maqueta de trabajo. El formalismo de las
espacio. De manera general, para describir la orientacion de ecuaciones de Newton-Euler, la identificacion de modelos, los
objeto en un espacio Euclidiano se requieren tres parametrogEmentos aerodinamicos de las palas en rotores comerciales, y
Y X, los cuales pueden ser dados de diversas maneras aunquéeeteoria de momentos se utilizan para modelar un cuadrirotor
avidnica se prefieren los angulos de Euler [24]. Véase la Figurue sea factible de construir. En cualquier caso, el modelo que se

4. pretende desarrollar tiene las siguientes consideraciones:
> La estructura o cuerpo del dispositivo se asume que es
Estos, también pueden ser utilizados para describir la rigida.

orientacién de un marco o sistema de coordenadas de refereneia, El cuerpo de la estructura tiene simetria longitudinal y
relativo a otro y su transformacién en las coordenadas de un transversal.
punto en un marc@ en las coordenadas del mismo punto» Hay coincidencia entre el centro de gravedad y el
espacial en otro marco de referenBia.os angulos de Euler se origen de los ejes de simetria.
denotan tipicamente como: ¢D]‘7T:771 , Hm}j,ﬂ[, g Las prope_las son rigidas.

22 > El empuje y el arrastre de las propelas son
wo]-mn. proporcionales al cuadrado de la velocidad angular de

esta.

Un aspecto muy importante de los angulos de Euler es ) » , . N -
que representan una secuencia de tres rotaciones elementales  L0S dispositivos aéreos bajo el principio de sustentacion
sobre ejes distintos, de manera tal que cualquier orientaciéf© Nelicoptero son sistemas mecanicos de elevada complejidad
puede ser obtenida por la composicién de estas tres rotacioft€ reunen numerosos efectos fisicos resultantes de la
elementales, como se indica en (3). Obviamente, estas rotaciofésedinamica y del dominio de la mecanica [26]. Uno de los
inician en una orientacién comdnmente conocida como indici€Ctos principales que se debe considerar el modelado del
Lee et al [25]. cuatrirotor és el giroscopico, t_anto por la rotacion (_Jle Ig§ hélices

como por la rotacion del conjunto durante la realizacion d las

De manera tal que las coordenadas inerciales Jganiobras de vuelosegun lo establecido por Mullhaupt [27].

posicién y las coordenadas de referencia del cuerpo se Matriz de R 5. Consid 51 A Lo
encuentran relacionadas por la matriz de rotacién tridimensiondl; Matriz de Rotacion, Consideracion Aeronautica.
que es lo equivalente a la multiplicacion de las matrices de

rotacién de cada eje CcOmo se muestra en (3) Como se indic6 anteriormente, la rotacion de un cuerpo

rigido en el espacio puede ser parametrizada utilizando los
RBIT: = R<yz(¢' o, (//) =R, (go) [Ry(e) DRZ(w) (3) Angulos de Euler. Sin embargo, existen otros métodos como:
Cuaternios o los angulos de Tait-Bryan [28] mas adecuados para
Como se indica en (3), esta matriz proporciona I&Y @plicacion en una aeronave real.
conversién desde el cuadricoptero al marco de navegacion.

Aungue también puede ser necesario en algunos casos realizarla  EN Particular, considerando un sistema de coordenadas
transformacion desde el marco de navegacion al marco Jjientado segun la regla de la mano derecha, las tres rotaciones

vehiculo, lo cual puede ser logrado sin mayor problema &1aS Simples que se pueden hacer de manera individual y

realizar la transposicion de la matriz de rotacién como se indiGgParada se pueden representar por:
> R(x,¢ ) para la rotacién sobre el eje x.

en (4). 5 £1T - )
Rg = [ 25 ] 4) > R(y,s ) para la rotacion sobre el gje y.
> R(zy ) para la rotacion sobre el eje z.
IV. M ODELADO MATEMATICO DEL SISTEMA cuyas expresiones matriciales corresponden a (3) y (4), con las

T

El concepto seguido en este trabajo para el modeladtiguientes limitaciones en el valor de g'r&m} E’g[ ,
dinamico fue el de escribir las ecuaciones fisicas del sistema, 1-7 i
obtener los pardmetros de relevancia para el desarrollo deID}T’g[, ””D}E’g{, las cuales se establecen por el hecho
modelo computacional e identificar solamente la dinamica de lafe que las variaciones angulares (derivadas con respecto al
actuadores (propelas), que son los de mayor importancia paraighnpo) en los angulos de Tait-Bryan pueden dar lugar a
caso del cuadrirotor. Con esta aproximacion, se hace un poghciones discontinuas, lo cual es una condicion muy diferente
mas facil la determinacion y construccién computacional de loge |as variaciones angulares de una aeronawe () que son
modelos dinamicos de sistemas inestables, ya que no es posibigdidas fisicamente por giroscopios o unidades de medicién
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inercial y comunmente utilizadas en ingenieria aeroespacial pagae la magnitud de estos son por lo general mil veces mas
medir las rotaciones y orientacion espacial de la aeronave. pequefios que los momentos de inercia con lo cual la matriz de
inercias se simplifica a solamente la diagonal principal. Con esta

En cuanto al aspecto matematico, la matriz deonsideracion, la expresion para la energia cinética viene a ser:

transformacion para llevar desfieq, r]" [qzaé’ w]T viene dada =1 Ix><(¢—z//ser9)2

segun Etkin [29] como: 2 1 . X
p @ +E Iyy(Hcosgo+ Yserp co§) (20)
q|=R |6 (5)

+1 Izz(éserw < cop co@)2
r 7/ 2

siendo la forma de la matriz de transformacién la que se indica

) . Por otra parte, la expresion para la Energia Potencial
a continuacion:

1 0 - ser@ viene a ser:
Rf =10 COS(” Senp coé (6) V = gJ. (_ xseré +y sem cas + ZCPsS @dn.( r) (11)
0 -serp co® cad sustituyendo ahora en el lagrangiano (8) y considerando la
ecuacion de movimiento tenemos:
. d(a) a4 _
B. Modelado del Cuerpo del Cuatrirotor. dt(g@j 0 I,
Para la determinacion del modelo dinamico de cualquier E(i) _A 7, (12)
artefacto aéreo, se hace uso del conjunto de consideraciones de dt\ge/ 26
Euler-Lagrange y la presunciones establecidas previamente , d(d) a4 _
recorda_mdo que gl Lagrangiano = Energia Cinética - Energia dt\oy) oy~ Ty
Potencial, es decir: que después de desarrollar de manera sucesiva para cada una de
L=T-V (7)  las ecuaciones de: inclinacién, elevacion, y viraje, se obtiene un

) o conjunto de ecuaciones que pueden ser simplificadas por medio
y la forma general de las ecuaciones de movimiento por gk |5 expresién de las velocidades y aceleraciones segdn los
metodo de Lagrange es: angulos de Euler en el sistema inercial de referencia en funcién
_d [JLJ oL @) de las velocidades y aceleraciones instantaneas del vehiculo
T dt 54, o4, segun el sistema mévil de coordenadas por medio de la

) . utilizacion de la matriz de transformacion indicada en (6).
dondegq; es el sistema de coordenadas generalizadpey el
sistema de fuerzas generalizado. Donde el momento total actuando sobre los ejes x, y, z

Segun lo establecido en la Figura 3, el S|stema|ner0|alr —bI(Q4 Q2)+J . (Q +Q,-Q,-Q ) (13)
de coordenadas fijado en la tierB, con la base ortogonal

definida pori[X,Y, Z , y el sistema movil de coordenadas fljadOT = b|(Q2 Q%)_,_ Jw (_Q —0.+0.+0 ) (14)
en el vehiculoB, con la base ortogonal definida p@x;y, 7 y X ! 3 2 4

como ya ha S|dq establecido prevu'_;lmente, si cu_alqmer punto _del I = d(Qf 02+ Q% _ szt) (15)
vehiculo experimenta tres rotaciones sucesivas, es posible
expresar su ubicacion espacial en cualquier momento utilizando Si ahora se considera una pequefia desviacion en todos
la expresion: X los angulos del artefacto aéreo, la dinamica de los subsistemas de
_ rotacién viene a ser:
rX,Y,Z(Xiin)_ F(@H.’ﬂ) y (9) . Jr9(91+93‘92‘94)
z = +
Ixx
Expresion que al ser derivada con respecto al tiempo 2_02 (16)
: : - lyy-lzz . DI|Q2-Q
nos da las correspondientes velocidades en cada eje. o+
IXX IXX
En cuanto a la expresion para la energia cinética se tiene
que considerar los momentos de inercia (elementos de la . 3 d-9,-Q;+Q,+Q))
diagonal principal de la matriz) y los productos de inercia o= lyy *

(elementos aledafios a la diagonal principal). a7

2 2
I1zz- Ixqu-o+ bI(Q3 _Ql)
Una de las ventajas de la simetria mecanica del lyy lyy
cuadrirotor es que permite ignorar los productos de inercia ya
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d(Q% -02+0Q2 _9‘21) ecuacion que puede ser reescrita si se considera que:

. IXx=1lyy ..
= + 2 (18)
¢ Izz iz 7 1_ k&
T R
ot 1 o 1 (29)
C. Modelado del Motor Eléctrico y la Propela. Wy === Wy — wrf] +—u
T nr 3‘Jt KT
Para el modelado del motor, se considerara que este es
de tipo estandar de corriente continua que obedece a las Si se considera que la velocidad de rotacién de la
siguientes ecuaciones: propelagw,, , experimenta variaciones pequefias alrededor de la
L di(t) — U= Rogel(f) - K (19) velocidad de operacion, la ecuacion anterior puede ser
dt ot m linealizada en torno de), por medio de una serie de Taylor de
3, dwn _ Moy =M g (20) primer orden, de forma tal que (29) puede ser reescrita con la
dt forma:
@n=—-Aw,+But C

donde M, =k [0(t) es el par de torsion del motoiy, es el

. L 1. 2dw 1 dw,
momento opositor por efecto de la friccion a causa del arrastre de Con A=—+ 3 9 B= , C= 30 (30)
la propela. Donde, si se ignora la inductanicjajel motor por I nrid; Km? nr=Jy
su pequefio tamafio, tenemos entonces que:
. u-k.w D. Resumen del Modelo del Cuatrirotor.
(1) =4 em (21)
Rinot
donde: Segun lo pautado por el desarrollo matematico anterior,
dw - k.w, N T
3, dtm =k, 3 KeWnm _ M, 22) se puede gstablecer gue el vector deflnlfj({.)pmrzqoﬂ,l//] es
valente a: Rinot el contentivo de las coordenadas de posicion lineal y angular del
que es equivalente a'k2 . cuatrirotor en el sistema inercial de coordenadas, y el vector
Il == R,:, W= Mg + R: u (23)  definido por[u,v, w, p, g " es el contentivo de las coordenadas
t ot

de posicién lineal y angular del cuatrirotor en el sistema mévil de
en el caso de la propela se acople al motor por medio de apordenadas. De las ecuaciones sobre la dinamica del vehiculo
engranaje reductor de velocidad, el momento opositor por efecem tres dimensiones, se puede establecer que los dos sistemas de
de la friccion a causa del arrastre aerodinamico queda de referencia se encuentran enlazados por las siguientes relaciones:

siguiente forma: o2 v = R0Oj (31)

— m

M= (24) w="T g (32)

donde] es la eficiencia del engranaje reductor de velocidad ydondev =[x, §, jT OR3, w:[qb, é,w]T OR®, vg =[u v, W' OR?,

es la relacion de reduccidn. Lo cual es equivalente a: s =[P, r]r OR? . conR la matriz del rotacional definida en

w, d . . .
Wpropela = Tm = My = e} wh (25) (3),yT lamatriz para las transformaciones angulares segun Lee
g [30].
La inercia vista por el motor es: 1 serptand cosp tad
J propelawzpropelaz ”ED popela mo'rJ(‘)2 m T = O COS¢ - Sel’l,’ﬂ (33)
=1J propela- motor = JPLP:B (26) 0 %Z] %
nr

si la inercia de la propela vista por el MotoKgSua moor LA de manera tal quelel _modelo cinematico del cuatrirotor se puede
ecuacion del motor puede ser expresada en la siguiente formEESUMIr segin se indica en (34).

‘]propela o kri d 2 Lo .
—— Iy W= W-— Wy + Y el modelo dindmico completo, considerando las
nr Rmot 711 (27)  fuerzas, del cuatrirotor en el sistema movil de coordenadas en el
K u quef representa las fuerzas) la masa del vehiculd, las
Riot inercias del sistema,la aceleracion de la gravedados pares
Si J, es la inercia total vista por el motor, tenemosde torsion por efecto de Iqs rotore@_,los_ pares de torsion por
entonces que: efecto de las rafagas de viento, se indica en (35).
. k2 d 5 Ky
Wy =——— Wy ———— Wy +——U
m RJt m /7r3Jt m RJt (28)
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%=l serp se +cas cgs vieneaser:  f,
V[cospsery -cog/ sep séfr x= m[sem’ se@ +cas cgs n

ucosy cod] y= —L[ cow sey sa- cgs  sin
y =[cospcosy +sep sap  séh- mf
wcosy senp -cop sap  sé+ z= g—ﬁt[cosq) cod
U[COS@SGF([/] (34) o y- I, . I (39)
. = 6(,[/4.7)(
2= wcosp codl] - u[ serd]| +\[cost seq] I, I
?: p+ r[cosy tard] + o serp tais] 9:|Z_IX¢'¢+Q
6= q[cosg] - 1] seryf , l
- Losg,  SEP o WTly T
v "coss " I cow 9= 1, (/H+|Z
—mg{ ser9]+ fax = n( W gw- r\) lo cual permite redefinir el vector de estad? ala sli uiente forma:
mgcosf sery] + f,,, = m(V— pw+ 1y X=[X, Y2900, %Y'7 p Q]r OR (40)

mgcosd cog] + f,,, = f =m(w+ pv- qU
Ty + Ty = Pl —arl y+qr| z
Ty+T, =4l +prl,—prl,

T, +7T,, =1l ,—pgl ,+pql

(35) A. Modelo Lineal en el Espacio de Estado.

Si se define la variablécomo el vector de control con
la siguiente formau = fo Ty, Ty, T, " OR*.El procedimiento de

linealizacion se desarrollara alrededor de un punto de equilibrio
V. MODELO EN EL ESPACIO DE ESTADO X , que para una entrada definida es la solucién del sistema de
ecuaciones algebraicas. Lo que también puede ser definido como
Seg(in lo establecido en el resumen anterior, se defin‘“é conjunto de valores del vector dg, espacic_; de estado que para
el vector de espacio de estado que describe la cinematica Y entrada constante es la solucion del sistema algebraico de
dinamica del vehiculo aéreo como: ecuaciones, es decir, _
3 b f(xA, u)=0 (41)

X = [(0’ 0,4,p,4, T, UV, W, X, Y, ]lz LR (36) Como la funcionf en (41) es no lineal, los problemas
si ahora se aplican las leyes del movimiento de Newton gelacionados con la existencia o no de una Unica solucion al
pueden obtener dos formas alternativas del modelo dindmico d#$tema de ecuaciones se incrementa ampliamente.
cuadricoptero, muy (tiles para el estudio del control del vehiculo.

En particular, para el sistema de ecuaciones ya
La primera, relacionada con (34) se puede expresar dsstablecido y que definen el comportamiento del cuadricoptero,

forma matricial como se indica a continuacion: es muy dificil de encontrar una solucién cerrada por causa de que
las funciones trigpnométricas se encuentran relacionadas unas
mv =R [ﬂB =ma, - ftREéS 37) con otras de una manera no elemental. Por esta razén, la

linealizacion se desarrolla para un modelo simplificado donde las
con lo que la segunda, relacionada con (35) se puede expresapdeilaciones en la postura sean pequefias, de manera tal que la
la siguiente manera: simplificacion se fundamenta en la aproximacion de la funcién
. f senoidal a su argumento y la funcién cosenoidal a la unidad.
x=-—L[senp sey +cas cgs n g y
m

f, B. Linealizacion en el Espacio de Estado.
y= —E[cowsen// sefl -cag  sgh (38)

f Como se indic6 anteriormente, a objeto de realizar la

2= g——t[coyp co§] linealizacion es imprescindible definir un punto de equilibrio, el
m cual puede ser el que se indica a continuacion:
Si ahora se toma en cuenta la consideracion de Das [31] _ _ _ T 12

en la que el vehiculo solo experimenta pequefios cambios en sus X= [0' 00000000y ’Z] LR (42)
angulos de orientaciéon durante las maniobras a causa de su haajue de las ecuaciones indicadas en (41), se puede demostrar
velocidad de desplazamiento, se puede realizar la siguiemgee la condicion de punto de equilibrio para (42) se obtiene para

simplificacion: [¢'z, 8, l//]T =[p.q.1]", de manera tal que el modelo " valor constante de entrada definido por:

_ T
dinamico del cuadrirotor en el sistema inercial de coordenadas u= [mg 0,0 q OR* (43)
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después de determinarse el punto de equiliBrio  y la entradéstema en lazo abierto ante una entrada escalén unitario. La
nominal correspondienta , se puede determinar las matriceez6n para escoger este tipo de entrada se basa en el hecho de
asociadas con el sistema lineal y que se encuentran determinadas la trayectoria de navegacion se encuentra definida por puntos
por las siguientes relaciones: de interés separados entre si, de manera tal que el viaje del

o"'f(i,U) cuatrirotor de un punto de interés a otro se puede considerar
A:T (44) como un cambio escalén no unitario tridimensional.
L. 91(% ) " R
Jdu (45) "

y si se consideran las perturbaciones por efecto del viento y :
atmosférico, definiendoselas como: ’ B

0= funcr Fuys Fus T wo T w7 W}DR6 (46)

se obtiene la matriz correspondiente con la forma:

of (X'U’ d)
D= ad (47) Figura 5 Mapa de polos y ceros en
lazo abierto del sistema linealizado.

Quedando el sistema de variables de estado como se indica a
continuacion:

Respuesta del sistema continuo ante una entrada escalon unitario

9=p — ]
0=q [ -
w=r N \F“M |
A A LA
b=t T 3 S
I ST Ll |
Fom ] o] ]| 1
PERIALL i e i
l, i L] | EEEN
Lt e S lns S
I segundos
z (48) Figura 6 Respuesta al escalon
U= _g‘9+f7wx unitario en lazo abierto.
f En la Figura 7, se observa la respuesta que suministra
V= gp+ rvnw MATLAB cuando se le consulta sobre el valor de los polos del
M sistema en tiempo continuo, lazo abierto, y sobre los rangos de
W=zt las matrices de controlabilidad y observabilidadilidad a efectos

“=u m de verificar si las consideraciones de linealizacién permiten
o controlar al vehiculo y observar de manera directa sus variables
y=v de estado.
z =W POLC’>JS DEL SISTEMA CONTINUO:
0
. -0.5000
VI. RESULTADOS DE LA SIMULACION 05000

coocooo

A continuacion se anexan una serie de imagenes que son
resultantes de la graficacion de los valores numéricos del modelo

Rango de la matriz de controlabilidad en continuo=

matematico continuo y discreto en lazo abierto que describe al
vehiculo en la la simulacién de vuelo del cuadricoptero en la
trayectoria mas simple cuando desde un punto de origen con
coordenadas x=0, y=0, y z=0 se dirige a un Unico punto de
llegada con coordenadas x =5.0,y=5.1,z=5.2.

En la Figura 5, se puede apreciar el mapa de polos y
ceros en el plano S del modelo matematico continuo y
linealizado.

ans =

12

Rango de la matriz de observabilidad en continuo=

12

Figura 7 Respuesta de
MATLAB sobre la ubicacion
de los polos y rangos de las
matrices.

En la Figura 8, se puede apreciar el mapa de polos y

ceros en el plano Z del modelo matematico del sistema
En la Figura 6, se puede apreciar la respuesta ddiscretizado con un periodo de muestreo de 0.1 segundos.
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Mapa de polos y ceros del istema dscrto, T,= 0.1 5

g

Eje Imaginario

EjeReal |

o .
ST

Figura 8 Mapa de polos y ceros del

sistema discreto.

de segundo orden, y uno de los polos se encuentra sobre el origen
conlo cual se establece que es un sistema marginalmente estable.

En la Figura 6, a diferencia de lo inferido de la Figura
5, se observa que el sistema en lazo abierto no es de segundo
orden ni marginalmente estable, ya que varias de las respuestas
del sistema ante una entrada del tipo escalon unitario son no
acotadas.

En la Figura 7, se aprecia la respuesta de MATLAB al
preguntarsele tanto por el valor de los polos del sistema en lazo
abierto, como por el rango de las matrices de controlabilidad y
observabilidad. En cuanto al valor de los polos del sistema se

En la Figura 18, se puede apreciar la respuesta deprecia que son nueve los que se encuentran sobre el origen con
sistema discretizado con un periodo de muestreo de 0.1 segunéibsual se establece sin lugar a dudas que el sistema es inestable

y en lazo abierto ante una entrada escaldn unitario.

Respues1a del sistera discreto ante una entrada escalon unitario, T.= 0.1 5

\

9l

“

N
l //,,

o

_ Ampltud

[l
\
I
i
1
I

1
1
=
1L

segundos

Figura 9 Respuesta del sistema
discreto a una entrada escalén

unitario.

por naturaleza propia ya que la multiplicidad de polos sobre el
eje imaginario es mayor a uno. En cuanto a los rangos de las
matrices se aprecia que la respuesta es 12 para cada una de ellas;
lo cual indica que el nimero de ecuaciones linealmente
independientes es igual al nimero de variables de estado, razon
por la cual se puede establecer que el sistema es controlable y
observable en lazo cerrado.

Para el caso de la Figura 8, se ha discretizado el sistema
continuo con un periodo de muestreo de 0.1 segundo para una
adecuada simulacién en MATLAB, apreciandose que este
modelo en lazo abierto tiene polos sobre el circulo unitario lo
cual indica que el sistema discreto en lazo abierto es inestable
por naturaleza propia.

En la Figura 10, se observa la respuesta que suministra
MATLAB cuando se le consulta sobre el valor de los polos del En la Figura 9, se comprueba la inestabilidad del
sistema en tiempo discreto, lazo abierto, y sobre los rangos de tastema discreto en lazo abierto ya que varias de las respuestas
matrices de controlabilidad y observabilidadilidad a efectos dante una entrada del tipo escalén unitario son no acotadas.
verificar si las consideraciones de linealizacién permiten
controlar al vehiculo y observar de manera directa sus variables En la Figura 10, se aprecia la respuesta de MATLAB al

de estado.

POLOS DEL SISTEMA DISCRETO:
1.0000
1.0000
1.0000
09512
09512
0.8512
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

Rango de la matriz de controlabilidad en discreto=
ans =

12
Rango de la matriz de observabilidad en discreto=
ans =

12

preguntarsele tanto por el valor de los polos del sistema discreto
en lazo abierto, como por el rango de las matrices de
controlabilidad y observabilidad. En cuanto al valor de los polos

del sistema se aprecia que son nueve los que se encuentran sobre
el circulo unitario con lo cual se establece sin lugar a dudas que

el sistema es inestable por naturaleza propia. En cuanto a los
rangos de las matrices se aprecia que la respuesta es 12 para cada
una de ellas; lo cual indica que el sistema discreto es observable

y controlable en lazo cerrado.

VIIl. CONCLUSIONES

a) A partir de las ecuaciones de Euler fue posible desarrollar el

Figura 10 Respuesta de MATLAB modelo r~natemat|co que describe el comportamlento y
sobre la ubicacién de los polos y desempenio del cuadricOptero que se espera simular y controlar
rangos de las matrices. en su trayectoria de vuelo.

VII. ANALISIS DE LOS RESULTADOS DE LA SIMULACION b) Linealizando las ecuaciones matematicas en un sistema de
variables de estado fue posible determinar tanto en tiempo

En la Figura 5, se observa que el sistema continuag;ontinuo como en tiempo discreto los rangos de las matrices de
linealizado, y en lazo abierto tiene solamente dos polos, sisteroantrolabilidad y observabilidad, con lo cual se determiné que en
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ambos dominios de tiempo era posible observar las variables @€l
estado del sistema aeronautico y controlar su trayectoria de
vuelo.

(11]
c¢) Utilizando el programa de andlisis numérico MATLAB fue
posible desarrollar el sistema de simulacion, en el cual para u
trayectoria tridimensional simple conformada por solamente d
coordenadas (punto de partida, punto de llegada) y sin ninguna
accion de control (lazo abierto) se determina que el sistema @8]
inestable por naturaleza propia ya que es subactuado, mas sin
embargo, el anlisis matricial del modelo por medio del algebra,,
linealindica que el sistematiene observavilidad y controlabilidad
completa, con lo cual se determina que en lazo cerrado el sistema
debe ser controlable. (15]

a
12]
S

d) Para el correcto desempefio del cuadricoptero en el
seguimiento de una trayectoria espacial cualquiera formada pias]
n puntos, es imprescindible la utilizacién de un controlador que
ajuste las acciones de maniobra para lograr el seguimiento H(;]
esta.
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