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Abstract— This ARTICLE aims to design and build a robot
that is able to assist with the rehabilitation treatments of the lower
limb. The robot has a mobility of 4 degrees of freedom, two
movements of translation and two of rotation, these degrees of
freedom are considered based on the flexo-extension movements
and internal and external rotation of the lower limb. In the
kinematic analysis, the developed equations are characterized by
studying the kinematic chain of each element of the robot (arms
and platform) separately, through the Denavit & Hartenberg
methods and the Euler rotation angles respectively, describing the
positions which adopt the joints of each arm separately, and then
establish the relationships between each of them. The expressions
describing the velocity and acceleration of each element of the
robot are derived from the position equations founded. For the
validation of results a program is presented which is able to
simulate the movements of the robot and show the relation between
the positions of the articulations of the arms of the robot and the
position of the platform in the space; the results founded through
this program show that there is a negligible difference between the
positions of the vertices of the platform and the ends of the arms of
the robot, when making any movement.
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Resumen— En este articulo se presenta el andlisis cinemdtico de
un robot paralelo de tipologia 3UPE-RPU utilizado para la
rehabilitacion del miembro inferior de un ser humano. El robot
cuenta con una movilidad de 4 grados de libertad, y es capaz de
asistir en movimientos de flexo-extension y, rotacion interna y
externa del miembro inferior. En el andlisis cinemdtico, las
ecuaciones desarrolladas se caracterizan por permitir el estudio de
la cadena cinematica de cada brazo del robot y la plataforma de
forma separada, a través de los métodos de Denavit & Hartenberg y
las matrices de rotacion de Euler, respectivamente, describiendo las
posiciones que adoptan las articulaciones de cada brazo por
separado, para luego establecer las relaciones entre cada uno de
ellos. Para la validacion de los resultados, se presenta un programa
capaz de simular los movimientos del robot y mostrar la relacion
entre las posiciones de las articulaciones de los brazos del robot y la
posicion de la plataforma en el espacio.

Keywords—Cinematica, Pardametros de Movimiento, Robdética,
Tipologia 3UPE-RPU.

l. INTRODUCCION

Claras ventajas como mayor capacidad de carga, menor inercia
en sus miembros moviles, mayor rigidez estructural, mayor
precision en sus movimientos y facilidad de control [1], han
expandido las areas de aplicacion de los robots paralelos a lo
largo de los afios. El primer mecanismo en presentar las
caracteristicas de un robot paralelo fue el “Position Controlling
Apparatus” [2], empleado para pintar carrocerias de autos, pero
no fue hasta los afios 60 donde se exploté las ventajas que estos
robots ofrecian tanto en la industria [3], como en la aerondutica
[4].

En los ultimos afos los robots paralelos empezaron a ser
empleados en el campo de la medicina, donde se han
desarrollado varios proyectos en el area de la rehabilitacion del
miembro inferior [5], [6] los cuales emplean robots paralelos de
3y 6 grados de libertad respectivamente, que recrean rutinas de
movimientos para este proceso de rehabilitacion. El desarrollo
de estos modelos ha llegado hasta la construccion de prototipos
y la realizacion de pruebas, las cuales segin sus autores
mostraron resultados positivos.

El proyecto que sirve de base a este estudio, tiene por
objetivo el desarrollo de un robot para rehabilitacion del
miembro inferior, a través del empleo de un robot paralelo de
tipologia 3UPE-RPU. El proyecto cuenta con un avance
realizado a la cineméatica del robot [7], el cudl contribuyé con
un primer modelo matematico capaz de describir las posiciones,
pero que presentd problemas de convergencia de resultados
para ciertos valores de entrada y cargas de calculo elevadas al
resolver el sistema de ecuaciones en software matematico.
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Las necesidades para avanzar con un correcto estudio de la
dinamica implicada en el robot y el posterior control del mismo,
dependen del desarrollo de un modelo matematico capaz de
describir las velocidades y aceleraciones asociadas a los
movimientos del robot.

El presente estudio desarrolla un modelo matematico capaz
de describir las posiciones, velocidades y aceleraciones de las
articulaciones de los brazos del robot, empleando cinematica
inversa, mientras que con cinematica directa se define la
posicion de los vértices de la plataforma. Este analisis
cinematico, emplea el método de Denavit & Hartenberg para
estudiar los brazos y los angulos de rotacion de Euler para
definir el movimiento de la plataforma.

A. Robot 3UPE-RPU

El robot 3UPE-RPU consta de dos plataformas de forma
triangular: una plataforma base y otra movil; éstas estan
conectadas por cada vértice a través de un brazo UPE
(Universal, Prismatico, Esférico), y sus circuncentros
respectivos a través de un brazo RPU (Rotacional, Prismatico,
Universal), como se muestra en la Fig. 1. Cuenta con una
movilidad de 4 grados de libertad, 2 movimientos de traslacion
y 2 movimientos de rotacion, como se muestra en la Fig. 2.
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Fig. 1 Robot paralelo 3UPE-RPU.
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Fig. 2 Movimientos de la plataforma movil: traslacién en x y z, rotacion
alrededor de z (0) y alrededor de y (o).

Existen muchos disefios de robots paralelos desarrollados
para la rehabilitacion del miembro inferior del ser humano, por
ejemplo, existe el modelo de tipologia 3-PRE de 3 grados de
libertad [5], también se encuentra un modelo 6-UPU de 6
grados de libertad, que presenta la forma de un antiprisma
triangular [6].

La diferencia de la movilidad (2T2R) del modelo 3UPE-
RPU con los anteriormente expuestos, resulta en una mejora de
la emulacion de movimientos realizados en programas de
rehabilitacion; ademas su configuracion con brazo central
proporciona mayor rigidez y capacidad de carga [8].

B. Analisis cinematico

El analisis cinemético en robdtica consiste en el estudio de
los movimientos permisibles por los grados de libertad que
presenta un robot, determinando ecuaciones de posicion,
velocidad y aceleracion, sin considerar las causas que lo
producen.

Para el andlisis cinematico, se han desarrollado diferentes
métodos como: el Screw Theory [9], el método de Denavit &
Hartenberg (D&H) [10] y otros que emplean ecuaciones de
geometria plana y espacial [11].

Il. METODOLOGIA

Para el andlisis cinematico se emplea el método D&H, para
esto se considera cada brazo como una cadena cinemética
independiente. La plataforma mévil no se encuentra exenta de
este analisis, la traslacién y rotacion de ésta son analizadas entre
los sistemas de coordenadas absoluto (X, Y, Z) y movil (Xm,
Y, Zm).

A. Andlisis de brazos UPE

Para determinar las ecuaciones que definan el movimiento
de la plataforma, se toma a uno de los brazos UPE para su
andlisis. Estos brazos se componen de una articulacion
universal en su base, la cual se la analiza como dos pares
rotatorios con ejes de rotacion intersecados a 90° a
continuacion, se encuentra la articulacion prismatica, la cual en
su extremo se conecta a la articulacion esférica. La articulacion

esférica de los brazos UPE actlia como punto de acople con la
plataforma, por lo que se la excluye del analisis. Tomando
ventaja de la posicion de los brazos UPE en la plataforma, el
andlisis se realiza solo a uno de ellos, en este caso al brazo A
como se muestra en la Fig. 3.
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Fig. 4 Esquema del brazo A (UPE), movimientos y variables asociadas

Los pardmetros de D&H resultantes de este analisis se
muestran en la Tabla I.

Tabla | Parametros D&H del brazo A

d 0 a o
- - R 90°
- 0,+90° - 90°
- 0, a -

Para extrapolar los resultados de los pardmetros D&H a
todos los brazos UPE, se considera a los brazos restantes (B, C)
como una rotacion del primer brazo (A) alrededor del eje Z de
la base, para esto es necesario agregar una variable inicial que
define dicho angulo de rotacion (B) a la que se encuentran los
brazos B y C, respecto al brazo analizado. El valor a tomarse
para B en cada caso, se muestra a continuacion en la Tabla Il:

Tabla 11 Angulo de rotacién B correspondiente a los brazos UPE

Brazo B
A 0°
B -120°
C 120°

Al considerar esta rotacion, los parametros D&H
resultantes para los brazos UPE se muestran en la Tabla I1I.

Tabla 111 Parametros D&H para los brazos UPE

d 0 a o
- B -R 90°
- 0,+90° - 90°
i 0, a -
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A partir de los resultados expuestos en la Tabla IlI, se
determina la matriz homogénea para los brazos UPE. Para
hallar las ecuaciones de posicién del extremo del brazo a partir
de la matriz del brazo, es necesario multiplicarlo por las
coordenadas del punto O, punto del cual se parte el analisis
D&H, como se indica en (1):

U, 0
[Por] = Iﬂy = upE] |9 M)
1 1

donde: Puypg=Posicion del extremo del brazo (U, U,, U:)
UPE= Matriz homogénea del brazo UPE.

Expresando el resultado de (1) en forma de ecuaciones, se
obtiene:

Uy = —Rcf + B;sPBsB; — B;cBsB,cB; )
Uy, = —Rsp — B;cBsB; — B;sBsB,cB; 3)
UZ = BICB2CB3 (4)

Los valores de By, By, B3 corresponden a las variables de
las articulaciones del brazo UPE, de acuerdo a como se muestra
en la Fig. 4.

Al derivar (5), (6), y (7) respecto a las variables de las
articulaciones, se obtiene las expresiones que describen la
velocidad y aceleracion del extremo del brazo:

U, = (sPsB3 — cPsB,cB;3)B; — (B;cBcB,cB3)B,

+ (BysBcB; + B;cfsB,sB3)B; (8)
U, = —(cPsB; + sBsB,cB3)B; — (B;sPcB,cB3)B,

— (B;cBcB; — B;sBsB,sB3)B; )
U, = (CBZCBs)B1 - (B1532CB3)B2

— (B1cB,sB3)B; (10)
U, = (sPsB; — cPsB,cB3)B; — (B;cBcB,cB3)B,

+ (B;sBcB; + B;cBsB,sB;)B;

+ &, (11)
U, = —(cPsB; + sBsB,cB3)B; — (B;sPcB,cB3)B,

— (B;cBcB; — B;sPsB,sB3)B;

+ &, (12)
U, = (cB,cB3)B; — (BysB,cB3)B,

— (B;cB,sB3)B; + @,. (13)

Ordenando las expresiones de velocidad (8)(9)(10), de
forma matricial se obtiene el jacobiano de los brazos UPE:

U, B,
Uy = []UPE] [le-
U, B, (14)

B. Analisis de plataforma movil

Para el andlisis de la plataforma, se elabora la matriz
homogénea de la plataforma de acuerdo a los movimientos
mostrados en la Fig. 2.

cpcd —cesO s x

_ sO cO 0 O

[PM] = —cpcd  s@sB  co z
0 0 0 1 (15)

Donde: PM = Matriz homogénea de la plataforma.
x,Z,0,0 = Variables asociadas a los movimientos de la
plataforma.
C, S = COSeno y seno, respectivamente.

Una vez definida la matriz homogénea de la plataforma
movil, es necesario definir un vector que permita el analisis de
los vértices de la plataforma, ya que en éstos son puntos en
comun, al analizar la plataforma y los brazos de forma
simultanea.

Para conseguir esta expresion, se considera de forma general
un vector que permita ubicar los vértices desde un sistema de
coordenadas relativo (Xm, Ym, Zm) ubicado en el circuncentro
de la plataforma. De esta forma dicho vector quedara definido
por un modulo equivalente al radio (Rm) del circulo circunscrito
a laplataformay un angulo (a)) que indique la rotacion alrededor
del eje Zn.

V ={AB,(C} & a={180,60,—60} (16)

De forma general, se tiene que, para todo vértice (V) de la
plataforma, se define un &ngulo (a), lo que origina:

Ry ca
— R sa
0,V = “(‘)
1 (17

Al multiplicar la matriz homogénea de la plataforma (15)
con el vector posicién de los vértices (17), se consigue el
sistema de ecuaciones que expresa la posicion de cualquiera de
los vértices de la plataforma.

Vi R ca
V., R, sa
P =Y =[PM m 18
[Pow] = || = [PM1 | F2 (1s)
1 1

Donde: Ppm = Posicion de los vértices (Vx, Vy, V;)
PM= Matriz homogénea del brazo UPE

Expresando el resultado de la expresion anterior en forma de
ecuaciones, se obtiene:

Vi = Rpcacpcd — Ry, sacpsO + x (19)
Vy = Rpcas® + Ry, sach (20)
V, = —Rpcas@ch + R, sas@sO + z (21)
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A partir de las ecuaciones anteriores, se deriva respecto a
las variables de movimiento de la plataforma (X, z, ¢, 0) para
hallar las expresiones correspondientes a velocidad y
aceleracion de los vértices de la plataforma:

V, = —(Rcas@cd — R,sas@s8) ¢ — (R,,cocpsd

+ Rpsac@cB)f + x (22)
Vy = (Rpcacd — Ry,sas6)6 (23)
V, = —(Rpcacecd — Ry, sac@s®) @ + (Ry,cas@sd

+ Rpysas@ch)d + z (24)

V, = —(R,cas@cd — R,,sasps0)
— (R cacesd + Ry, sacocd)d
+%+ D, (25)
= (Ry,cacd — R,,sas0)0 + @ (26)
—(Rpcacech — R sacesd) P
+ (Rpcas@sd + Ry, sasoch)d
+ 7+ g 27

N<: k<:<:

C. Analisis del brazo RPU

En la Fig. 5 se muestra el andlisis que se realiza al brazo
RPU, a diferencia de los anteriores elementos analizados, se
centra mas en las restricciones que el brazo RPU otorga al
sistema, que en la movilidad que este tiene.

En la base del brazo RPU se encuentra la articulacion
rotacional con su eje de rotacion alineado con el eje Y de la
base, de esta manera el movimiento del brazo se restringe al
plano XZ. Sobre la articulacion rotacional, se ubica la
articulacién prismatica, esta permite la extension del brazo; a
continuacion, la articulaciéon universal se encarga del acople
entre el brazo y la plataforma. La articulaciéon universal al
ubicarse inmediatamente bajo el circuncentro (Om) de la
plataforma, proporciona un eje de rotacion perpendicular a la
superficie de la plataforma y otro eje de rotacion paralelo al eje
Ym, restringiendo asi la rotacion sobre el eje X.

Art. rotacional 3 \
(©4) 6; ||~

+
Art. rotacional 2 q2" ~
(Ds) @

Art. prismatica
(D)

Art. rotacional 1 t =
(Do) Q

Fig. 5 Esquema del brazo RPU, movimientos y variables asociadas.

Para este caso en particular, el analisis cinematico se realiza
a través de cinemdtica inversa, asumiendo que la posicién del

punto Oy corresponde a la posicion del extremo del brazo,
obteniéndose:

x = D;sD, (28)
z = D;cD, (29)
@ =D, + D3 30)
6=D, (31)

Los valores D1, Dy, D3, D4 corresponden a las variables
asignadas a las articulaciones del brazo. A partir de las
expresiones anteriores, se obtiene las ecuaciones de velocidad
y aceleracién derivando respecto a las variables de las
articulaciones.

% = sD,D; + D;cD,D, (32)
7 = cD,D, — D;sD,D, (33)
@ =D, + D; (34)
6=D, (35)

% = sD,D; + D,cD,D, + 2cD,D,D, — D;sD,DZ  (36)
% = cD,D; — D;sD,D, — 2sD,D,D, — D,cD,D%  (37)
p =D, + D, (38)

6=0, (39)

I11. VALIDACION DE RESULTADOS

Para validar los resultados obtenidos, se calcula a través de
un software matematico dos ejemplos de calculo, en el cual se
analiza los casos en que la plataforma se encuentra en reposo y
en movimiento.

A. Caso en reposo
Para este ejemplo se ingresa los datos de posicion de la
plataforma mostrados en la Tabla IV.

Tabla 1V: Datos de entrada para el ejemplo en reposo

Variable Valor
X 166.7 [mm]
z 250 [mm]
¢ 0°
0 0°

La Fig. 6 muestra un esquema con la posicion indicada.

Eje X

Fig. 6 Esquema del robot paralelo en la posicién indicada para el ejemplo en
reposo.
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En la Tabla V se obtiene la posicion de las articulaciones
de los brazos del robot con la plataforma en la posicién
indicada.

Tabla V: Posicién de articulaciones

Articulacion ABrazc;; UPE C Brazo RPU
Prismatica [mm] 559.0 381.9 381.9 300.5
Ira rotacional [°] -63.4 -45.0 -45.0 33.7
2darotacional [°] 0  -22.2 222 -33.7
3ra rotacional [°] - - - 0

B. Caso en movimiento

Para este caso se emplea como condicidn inicial el punto
especificado en el literal anterior, como condicién final se
tienen los valores descritos en la Tabla VI.

Tabla VI: Condicion final para el ejemplo en movimiento

Variable Valor
X -333 [mm)]
V4 250 [mm]
0] 0°
® 0°

Cabe recalcar que el movimiento realizado corresponde a
un desplazamiento horizontal a velocidad constante de 10
[mm/s]. En la Fig. 7 se observa el esquema de la posicién final
de la plataforma.

En este caso, los resultados obtenidos se muestran en las
siguientes graficas de la Fig. 8, las cuales detallan la posicion
de cada articulacién de los brazos del robot en funcion de la
posicién de la plataforma.

Brazo A
600 T T T T 0
\\ Prismatica

— 550 - " Rotacional 1| 4-10
E . Rotacional 2 —
= 500 ™~ 20T
m 200 N T
2 : / 8
£ as0l- A Ja0 8
& P 5
5 S 7 5
5 400 / 40 3
] ~” ©
= asof- e 150 3
2 e — E
= e —
< 300l - --60

250 L | I I 70

400 300 200 -100 0 100 200

Desplazamiento en X [mm]

Brazo C
650 T T T

e
o

. Prismatica
L Rotacional 1| |
£2L ™~ Roacional 2

<]
=3

o
il
=]

T
1
o

Articulacion prismatica [mm]
s a
5 & 3 3
2 3 3
T T
/!
/
L |
A ]
5 5}
Articulacién rotacional [

=
=)
2
T
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
/
I
=3

-400 -300 -200 -100 0 100 200
Desplazamiento en X [mm]

-500 -500
Eje X

Eje ¥

Fig. 7 Posicion final de la plataforma

IVV. CONCLUSIONES

Los resultados muestran curvas  suaves, sSin
discontinuidades, ni puntos de inflexién pronunciados,
analizandolas mas a profundidad se puede constatar que las
articulaciones se estan comportando de la manera esperada, por
lo que, a primera vista se puede afirmar a estos resultados como
validos.

Al estudiar el robot paralelo como un solo sistema se observa
que cualquier elemento, excluyendo la base, puede ser tomado
como punto de partida para el analisis cinematico, pero al hacer
esto se provoca que los elementos restantes pasen a ser
dependientes del primero. Esto se traduce a un empleo de
modelos cinematicos directo e indirecto para el elemento
principal y sus dependientes, respectivamente.

Brazo B
650 T T T 40
Prismatico
£ 600 . Rotacional 1| | 5,
Rotacional 2 &
E . =
©
& ssof . do 5
kS . 5
= ™ £
L% ) 2
5 500 e q-20 2
= h =)
k=] [*]
© =
& 450 ~ 1402
3 ~. &
i _ <<
< 400 - —— --60
350 - L - - L -80
-400 -300 -200 -100 0 100 200
Desplazamiento en X [mm)]
Brazo D
450 T T T 100
Prismético
f Rotacional 1
E N\ Rotacional 2 =
L. 400 X Rotacional 3| {50 —
@© “ B
=2 AN S
o . o
ju]
B . 8
=S - 1° =
=]
5 \ 5]
g N o
= S 2
g 300 N 150 =
£ ~ e <
<< . e
- -
. -
250 ‘ ! ‘ — " 100
-400 -300 -200 -100

I
0 100 200
Desplazamiento en X [mm)]

Fig. 8 Gréficas de relacion entre el movimiento de la plataforma y el de las articulaciones de los brazos
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APENDICE
Términos en ecuaciones de aceleracion

®, = —2(cBcB,cB;3)B;B,

+ 2(sBcB; + cBsB,sB3)B; By

+ 2(B,cBcB,sB;)B,B;

+ (B;cBsB,cB;)BZ — (B;sBcB;

— B,cBsB,cB;) B2 (40)
®, = —2(sBcB,cB;3)B;B,

+ 2(cBcB; + sBsB,sB3)B; By

+ 2(B;sBcB,sB;)B,B;

+ (B;sPBsB,cB;)B2 — (B, cPsB;

— B,sPsB,cB;) B2 (41)
®; = —2(sB,cB;)B; B, — 2(cB,sB;)B;B;

+ 2(B;sB,sB3)B,B;

+ (B;cB,cB3)B?

— (B;cB,cB;) B? (42)

i
S
I

= 2(Rpcas@sd + Ry,saspcd) po
— (Rycacqcd — R, sacgsB)p?
— (Rycacpcd — R, sacesd)6?
&5 = —(Ryycash + Ry,sach)H?
2(Rycac@sd + R sacecd) po
+ (R cas@cd — R, sas@s0) @2
+ (Rpcas@cd — Ry, sas@s0)6?

i
I

(43)
(44)

(45)

16™ LACCEI International Multi-Conference for Engineering, Education, and Technology: “Innovation in Education and
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